华罗庚教授的《数论导引》是写得很好的一部专著，而任承 
俊同志编写的这本《数论导引提要及习题解答》，对于学习《数 
论导引》的人将会很有 帮助. 不过，读者在做题时，首先还是应 
当独立思考、刻苦钻研，得出结果后再翻阅题解；只当确感困难 

时，才求助于本书 • 这样，则既可锻炼提高自己的解题能力，又 
不至于在障碍面前束手无策. 

书此数语，不知读者以为然否？ 


柯召 

1985年5月 



刖 


PI 


随着科学技术的不断发展，数论这一 “古老”而又“年轻 W 
的学科，在技术领域中得到了许多卓有成效的应用.这引起了人 
们对数论的瞩目，同时也激发了广大青少年的 兴趣.要求 学习、 
掌握数论知识的人越来越多了， 

华罗庚教授所著《数论导引》是数论书籍中的一部名著.该 
书从一九五七年问世到一九七九年已经五次印刷，但是迄今国内 
还未曾出版过与之相配合的习题解答.而华先生在介绍维诺格拉 
托夫的《数论基础》时就曾说过：“如果读这本书而不看不做书 
后的习题，就好象入宝山而空返，把这书的最重要的部分忽略 
了！”可见，要学习好数论，必须做大量的 习题. 本着为学习数 
论的同志提供解题参考的目的，我不揣浅陋，编写了这本《数论 
导引提要及习题解答》. 

本书各章均由提要和习题解答两部分组成，前者列出了相应 
于各章的定义、定理，而后者则给出了全部习题的 解答. 此外， 
还有对于习题及答案中一些疏漏的订正，以及对某些有关问题的 
介绍和讨 论等. 全书共二十章.原书部分章节无习题（如第十八 
章，第一章中的 § 2 、§3、§4 等），本书将这些章节略去了. 
但目录中仍列出了第十八章的章名. 

应当着重指出的是，在编写本书初稿的过程中，我始终得到 
了著名数学家柯召教授的关怀与鼓励.脱稿后，柯老又在百忙屮 
对全书进行了审阅，且为一些难度较大的题目提供了解题思路， 
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或亲自给予了详细解 答. 就是说，本书凝结着老一 筇科学 家的心 

血，体现了老一辈科学家的人梯精神 • 

尽管有柯老指教，但限于本人水平，本书仍难免疏谬之处， 

望读者批评指正* 


任承俊 

1985年3月13日 
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第一章整数之分解 

— 、提 要 

定义 《为一实数，命〔《〕表示不超过《的最大整数 * 

又命⑷= a 〔 or 〕• 〔《〕和 0} 分别称为 a 的整数部分和小数部 

分. 

定理1 任给二整数 a 及6 (&>0 ), 必有二整数3及〜使 

a-qb + r 9 0 
定理 2 若0 , c # 0 ,则 

1 ) 若_，小， 

2) 若 &| a ， 则 

3) 若 cj (/， c | e ， 则对任意的 m 、 ”有 cjifm + en . 

定理 3 若是《的真因数，则 

l < W <| a |. 

定理4 非1的自然数都可以分解为素数的乘积 • 

定义称一整数集合 M 为模，是指 M 满足条件：若 meM 9 
neM , 则 w 士 ksM . 

定理 5 任何模必包含 0, 若 a 、 &在模中，则⑽+如也在模 
中，饥、 K 为任何 整数. 

定理 6 任一非零模，必为一正整数的倍数所成的集合 • 

定义命 a 、 t 为二整数，于定理6中取形如 am + h 所成的 

模，其中最小的正整数4豕为 I &的最大公因数，记为 • 



定理 7 (a f b) 有如下 性质： 

1 ) 有整数 x、h 使(^, b) = ax+by t 
2) 对任何整数 JC 、 W 必有 (< J , b) \ax^by t 
3 ) 若 f | a , e\b 9 则 、a，b) • 

定义 若 ( A 纟 ）=1 , 则称 a、6 互素. 

定理 8 若 P 为素数并且则或焖 6. 

定理9 若 c> 0及 （a，6) = £/，则一定有 iac.bc) = dc t 

定理 10 «的标准分解式是唯一的.即如果不计次序，则《 

仅能由唯一的方法表示为素数的乘积. 

定理 11 命 h 6为二正整数， •…“ ， P 为其素因数. 

记为 

a=p t Q i . p s °s , a u ^ 0 

b = p^i . p s b * , b v ^ 0 

则 (a，b) = p/i . : p/*，c y = min(%，D •符号 minUo.) 

表 h， . ，如中最小的一个. 

定义 命 《、 纟为正整数 . 《、 纟都能整除的数称为它们的公 
倍数，其中最小的一个正整数名为最小公倍数，记为〔《,幻 . 
定理 12 与定理11的假定栩同 • a 、 的最小公倍数为 

〔 a ， fc 〕 = p x e \ . p s e » 9 e v - max(a 9 b > •符号 nmxki ， . 9 x ) 

表 h ， . ，以中最大的 一个. 

定理 13 <h 6的任一公倍数必为其最小公倍数的倍数. 

定理 14 = M 

定理〗 5 命 

= Pi ei1 . Ps eu f . ， a n~ Pi evl . 夕 /"*， 

且印 0 ， 则 

Oh， . ,an) = p/i . ps e * f e v = min(e 1Vf . ,e n ,) f 

O". 9 a*0= . p s d * ，iy=max(〜”.，0. 

其中 0 ? 1 ， ., 0 = ((« i ,. ，以 - i )，《 n ). 




















〔。1 ，“ 

它们分别表示 


知〕=〔〔01， 


，“7?_1〕， ^ 7 %} 


* 


的最大公因数和最小公倍数. 


定理〗6 (逐步淘汰原则）设有 W 件事物，其中汉 a 件有性 


质 a ， 件有性 质化… 
件 同时 有性质 a ，）8 及 y ， 

爲， 又无性质 V ， - 

N — Na 一 iV /3， 

定理17 方程 


Nap 件同时有性质〃及卢， 


， Na^y 


.则此事物中既无性质《，又无性质 


的件数为 


Na ^ + 


— Na^y — 


+ 




ax + by 


有整数解 at 、 2/的充分必要条件为 ia , b )\ n m 

定理18 若= 且％、％为方程 

ax + by-n 


的一组解，则似+知=«的所有解为 

x-x 0 + bt 9 y= y G — at* 

定理13 设 （ a ，&)= 1， a > 0 » 石> 0 • 凡大于以一的 
数必可表示为 ax +知的形式， U ^ b - a - 6不能表示成此种形式， 
其中0，0 • 

定理20 命 cr ( n > 为的所有因数的和，如果 


则 



定理21 若1 ,则 

o ( mn ) - a ( m ) a ( n ) # 

定义 若〃(《)=如，则称《为完全数， 

定理22 若1为素数，则 

~p(p+ 1 ) = 2 m ~ 1 ( 2 »- 1 > 

£a 


是一个完全数，且无其它偶完全数存在. 












定义 形如 2 n - 1的素数称为 
定义 - 形如 2 2?l + 1的数称为1^1：111以数. 

定理 23 为素数，在 W 中 f 的方次数为 





定理 24 0=而^7~为一整数- 

定义 当变数^取整数时，如果多项式 /( w 的值总是 整数， 

则称 /( 幻为整值多项式. 

定理 25 . 设 ~ U ) = /( x + 1 (幻 



定理 26 凡〖次整值多项式必可表示成 

flk G ) 〜(二) + ...... 

上式中气,……，\都是整数，且只要气，……，〜取整数，那么 
上式总是整值多项式. 

定理 27 对任意整数 A 整值多项式 / U ) 是所的倍数的充分 
必要条件为 

r 

m\(a k , . , a 0 ). 

此处％, .， a 。定义同定理 26 . 

定义 命 / U ) 为一有理系数多项式，若有二个非常数的有 

理系数多项式2(幻 及纟 O ) 使 

f(x)-q(x)h(x) 

则称 fU ) 可分解或可化，不然则称八幻不可分解或不可化 • 

定理 28 (Fiseustein) 命 

f(x)^=c n x n + … 十 “ 

为一整系数多 项式. 若从〜，0«>且^打0，则/<幻不 









可化 • 


二、题解 

§1整除性 

习题1 若《为正整数，则 〔 T 〕 = 以〕 • 

证：设 Cna ^} -nq + r 9 0< r < n ， 那么 

na - nq + r + { no ) 

f f = r 5 + 

k n ^ k n k n J 

〔-〕= 〔也 二 ㈣ 〕 

C i r + { nff } ^ n 
、 n > 

从而 

< fi 〆* 

习题 2 若 n 为正整数，则 

〔 a 〕 +〔 a + D +. +〔 a + ^1〕 = Off 〕 • 

证：设 〔⑽〕 =nq + r ^ 0 < r < n , 那么 

na = nq + r + { na } 

a — n 冬 r + {« 0 } 

LC tf *T* -^ 一 - ■ — ■ — ■ -- 

n 

当 r =0 时结论显然 成立. 当 r > l 时 




{no) 


n 


a 


r+ {na} + 1 


+ 


〆 


r+ {na} 十？ i_ 


n-r -1 


nq + 2 


r+ {na} +k 


n- i 


fc = 0 


)+2 

k~ n- 


r + {na} + k 


n 


= 0 + (( w — 1) — (w — + 1) 

- ■ L 

=ng + r = 〔 nflf〕• 

*■ 

习題 3 证明不等式 

〔 2a 〕 ’+ 〔 2 幻 > 00 +〔a + )3 〕 + 〔 j8〕• 

证：设 + ^-n + b 9 w 为正 整数， 0 <a< 1 ， 

0 < b < l . 毫无损失，可设那么 

〔 2flQ + 〔 2j3 〕 = 〔 2wi + 20 〕 + 〔 2ti 十 2 办〕 

= 2 m + 2n + 〔 2fl 〕+ 〔 26 〕 

n) + (7H+ n) + 〔 fl+ 6 〕 

=〔m + a〕+〔n + 石 〕 +〔ffi + n + fl + fe 〕 




(M + 〔 )3〕+〔a + )8 〕 • 


§5 唯一分解定理 


a 


习題 1 证明以下各数非有理数(有理数者乃形如 f 之数 K 


1 o2> \/ ^ m 


a > 如果 log t 


a 


( fl ， fc ) = 1 ，那么 




a 

. ■ ■ 

• ' • ■ _ 

2 =10 6 ， 

2 b - 2 w • 5 n . 

由唯一分解定理可得 《 = 0,与题设矛盾. 


如果 〆2 = (a f b) - I ,那么 



¥ 


2 b z - a 2 m 

因此 2 k 2 ，2 \ a 0 设 < z =2 心就有 

b l =2 a x z y 2\ b z , 2| fc . 

从而 （ a ， b )^ 2 ，与 （ tf ，6) = 1 矛盾 • 


习題2 若已知 


logi 


1025 

1024 



lo gi 


1024 2 „ 

0 丽 1 025" 


log ! 


81^ 

°80 • 82 



logi 


125 2 


1124*126 




99 2 

0 98 •100 



则 196 logi 0 2 = 59 + 5 a + Sb - Sc - 8 d + 4 e m 

并试用表出 iogj 及 log 1() 41; 再用此法求 log 1(l 2 至小数 
第十位， : 以说明此法在实际计算土有用处 （ 已知 logelO = 2.30258 
50930) • 


证: 


a - log ! 


1025 

°1024 


logi 



5a- 10log u 5 + Slogi 0 41 _ 50logi 0 2> 


b = log! 


1024 


1023 • 1025 


kgi 


3^ Z *11*31M1 


7 



Sb 




160logj 0 2 — 8logi 。3 — 16logi 。 5 - 8log t 。11 — o31 


8log 10 41| 


c- log 1 


81 


z 


80 • 82 


lo gi 


a 8 


2 6 - 5 *41 


一 3c= 15log 10 2 + 3log i0 5+3log ltt 41- 24log 10 3| 


logi 


125 


0 


124 • 126 


log 


5 6 


1 0 


2 3 .3 2 十 31 


-8d= 24log 10 2+ 16log 10 3 + 8log 10 7 + 8lo gl 。31 - 48log 10 5, 


e- log 10 


99 2 

98*100 ^ 


logio 



% 

72 


16^og if> 3 + ^log i0 l 1 - 12log 10 2-8tog l0 5-8log 10 7. 
因此 59 + + 幼 — 3c - 

= 59+ lSzlogi 0 2 - 59logj 0 5 
= 59+ 137log " 2 - 59 + 59log l iy Z 

= 196log l0 2. ( 1 > 

由 （1 ) 有 

588log 10 2= 3 xl96log 10 2 

=177 + 15fl+24fe-9c-24^+12^ ( 2 ) 

又因为 2 -12log 10 2-flog 10 41 
即 12log 10 2= 2 十 log i0 41-A 从而又有 

588 log l 0 2-= 49 x 12 logi 0 2 = 9 a + 49 log : 1#(> 41 - 4 ⑽ (3) 

由 (2)、（3> 有 43 logi 0 il = 588 log l0 2 + 4 如 - 98= 177 + 15 tf + 24 b 
— 9^ •" 24 d + 12^ + 49 fl ™ 98 
=177 + 15 fl + 24 b — 9 c - 24^ + 12^ + 49 tf - 98 

i 

= 79 + 64a + 24 b - 9c- 24d+ 12e ( 4 ) 

由 C=logl 0 M. 82 = 8lo & 1 。 3 一 Sl^ogi ^-log 10 5 -log lft 41 


有 


8logi 0 3 = c+4log 10 2 + log 10 41+ 1 



392 lo gl 0 3 - 49 X 8 log 10 3 

: 49 c + 196 log 10 2 + 49 lo gl0 41 + 49 ( 5 ) 

把 （1 >、 ( 4 ) 代入 （ 5 ) 得 
392 log j 0 3 — 49 c + 59 + 5 a + 8 办 - - 

+ 79 + 64 c + 246 - 9 c — 24 d + 12 t +49 
=187 + 69 a +32 厶 +37 卜 32“ 16 f ( 6 ) 

(1)、（4)、(6) 即为所需的 等式. 下而用 （1) 式计算 
bg i ( )2 至小数第十位.由 （1 ) 有 


log "2 




5 9 + _ 3 c — + 4 e 

196 

59 + 2121475 X 1( T 9 -2872 x 1( T & - 198597 x 10"* 


196 


一 222368 x 1( T S + 17726 x ]0 


196 


59.00187489 

> ■■■ ■■ 丨 一 — ， 

196 

«0.3010299739. 

§6 最大公因数及最小公倍数 


习題1 证明下列二等式： 

(Oi . ，办 ）= ((«i » . ， <2 S )，（a +1 ， . 

〔办 .1 ， * ~ CC^i > . ，厶 s 〕 ，〔办 +1， . ，厶 m 〕〕• 

证： 对 S 行归纳法，先证明第一个等式.当 p 1时，由定义 
有 

<«1 . ， fl")= (dit (a 2 >. ， a«>) • 

归纳假定 s = itao ) 时等式成立，即 

(a((^1 *.> (a&+1 ， ****** ， a ； j)〉• 












当5= it + 1 时 


((〜，…，〜， Gfc + i ), (卟+2,…，办）） 

= (( Ui , …，即）， ajc + i )，（《/ c ”， …， an )) 

=(( q ，… ，％)，« k + 1 9 ( afc +2 ，…， fl ")) 

=((〜，“•，％)，( Cfc + i j 2 ，…，如〉 ） 〉 

=( (A ，…，外 ) ， （％+1 ， 0/ c +2 ，…， fl / l ) ) 

=(“ i ， . ，知） 

故等式对于 1 时也成 立. 同理可证第二个等式 • 
习题 2 证明下列 二式： 


( A ，… ，％)= 
Oi ，…， 


_ did % "•% _ 

C ^2 ".a … ( hi ， …， 

Q\(lr ".fl : 

_ __ —- — —.」 ———■” --- ^— ― 〈一 

( a z fQiGz •** 1 ) 


t 




证：先证明一个辅助等式： 

〔〜& ，…，《 6〕=〔々，•"，％〕&• 

用归纳法 • 2 时，由提要中定理 I 4 和定理 9 可得 




aiCt z b 2 

(a l b 9 G 2 b) 



=〔0 1 ，(^2 〕 办， 



即《=2时成立 • 归纳假定《=&时 （1) 成立，则当 《 = 1时 

…， 《#， flfc 十 1^0=〔〔〜& ，…， ％办〕， a k “ b ) 

= 〔〔A ，…， 〔〔〜，•••，％〕， fl fc + i 〕 办 


= 〔<^，…- 
因此（1〉式在 w = i + 1时也成立*再证本题中第~~■个等式*仍 

用归纳法.2时，我们得到 


(fl ! ) = 



上式显然成立.设时成立，即 
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〔〜…叫 ， ^\ a z ，…， …外 


Cl ! … 


a 




2 


当 《=^+ 1 时 5 由 （ 1) 、 （ 2) 及提要中定理 9 立刻得到 


a \ •_.%+ 


〔 fl 2 + ! ,a i a z …外 + ! ， … ，〜…叫〕 


ax … a 


=c 




〔〔 a 2 + 1 ，."，tfl -1% 


沒 1 •••%+ 1 


•”汉 k ) 


〔〔“2 …％，… Wl . Ut + i ，戊1 •__%〕 


01 _••%+ 


L ( ae m …， fl 


印） 




an 


a 


' ar^a 
，…， ％) 




Qk+i ， a i“， a k 


… a k 

( A ， …， 5) 


( fl i ，… 9 a 0 


a 


a k 


/ o i ***( 

M —— - 

V ( fli ， …， 


a k 

a k ) 


a k + i 


a 


• i • 


% 


v 〜， 
/ «1 


， fl fc ) 


a k 


~ (0 fc + 1， （ a 、， … ，％) 〉 = (即 + 1 ， ..• = (aj ，… ， a &+1 〉 

故结论对于 《 = *+ 1 时也成立*类似地可以证明本题中第二个等 

式. 


习题 3 命 A ，…，％为《个整数，则 Ui ，…， a ) 为形如 Ah 
+…+ H 诸整数所成之模中之最小正整数. 

证：设(化，…，，对于所给模中的任意正整数心= 
a t Xi + —a x ,因为 d / ja ! ，…，，所以刈4， d « 下面我 

们只需 要证明 ^ 形如…+0 x 就可以了.用归纳法 证明如 

下： 

当 n =2 时， ( a lf a 2 ) = d , 由辗转相除法可得二整数 u 2 ， 
K 得 + a 2 x 2 . 设时结论成立，则当《=左+1时 
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旮 =1 - 2 f 2 

(3) 代入 （2) 得 1 - 3f i + 3t * 

( 3 ) 、 （ 4 ) 代入 （ 1 ) 得 


X 


3 + 10丈 i — 


(4 


(5 ) 


12 


由（3)、⑷、 （5) 即知 


d =( a '，一， a k ， 外 +1 ) = ((。1，.”，卟)，卹+1)， 

时于 （ a 〗， …， flfc )、« lc + i > 存在二整数 〆 、 外+1 使得 

d = ( a { ，…，外 )〆 欠 fc+i 

由归纳假定，有整数，斯 7 使 


( 1 ) 


(A ，…，％〉 = a\Xi 

E (2) 代入 （ 1 ) 得到 


Vk ’ 


皆令 


d = a x X\ % 9 + …+0 xW X’ + tffct i x k 

XI - Xi x f J 1 


3 


(3) 式就可以写成 

d-a x x x + + ^k+1 x k^ i * 

| p »= Jk + 1 时结论也成立 ，所以 （ A ， … ，伽〉确实是形如 
,•• +伽加诸整数所成模 中最小的一个正整数 • 

习 S 4 求出一组 x 、 2/、 z ，使 


Q\Xi 


6jc 十 15y+20z=17. 


解：从原方程得 


jc = 2 — _ 3 之 + 


5 一 3汉 一 2 ar 


( 1 ) 


令 


得 


5 _ /— 2? 一 ^ 

^_ ! -- - | 

6 

1 — V 

af= 2 — 3“+ — 2~^ 


2 


再令 


y 


2 


% 


得把把 



〜= 一 3 + XOt x - St z 

I 

v - i - 2 t z 
= 2 — 


(6) 


是原方程的解 • 其中 q、Q 为任意整数 • 如果在（6〉式中，取 


m、 «2=-1 ,就得到; iT = 2 、 P 3、2•此组〜名 
显然满足 


6^+ 15?/+ 20^= 17, 

习腰5 今有散钱，不知其数，作七十七陌穿之，欠五十 

凑穿，若作七十八陌穿之，不多不少.问钱 若干？ 

解 t 设钱数为心依题意有正整数 m、 《存在，使 

X = 77w— 50$ x ^ 78n # 

故 77 m - 50= 78”. （ 1 ) 

m =«+-! L ±50 

77 

取 《=77 无 -50, 就有 

79k- 50 

因此 （ 1 ) 的全体正整数解为 

w=78 灸 一50, n = 77 k ~ 50, k > 1 . 

进而 ^=6006jt-3900. 

可知当是=1时， x=210 6 为合题意的最少钱数 • 


§7逐步淘汰原则 

习應 命 a ， b ， ’•.），/为正整数，求1,2，〜，|?中与0，…，階 
互素 之整数之个数 • " 

解：用 W 表: I 、中与 a 不互素 的整数 的个数％表与/不 
互素的整数的个数, iV 此表与《、6皆不互 素的整数的个数，… 

表 M 皆不互素的整数的 个数， •"， Nob，“ki 表与 a 、 皆不互素 
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的整数的个数，则1 、…， n 中与 〃、 …，/ 皆互素的整数个数为 

n - Na - Ni + Nat + *** + Nkl 

其中 m 表整数 a 6, …， fc ，/ 的个数. 

1 ^ . . 

- _ 

. k 

§8 一次不定方程之解 

. 习若0 0, 6> o , 且 ( fl ，&) = 1，则方程 v 

ax + by = n 

- 

之非负数解答之个数为〔备〕或 +1 • 

(提示：应用〔幻-09〕=〔幻-〔)3〕或〔00-0+1.) 

证 t 设（％。，心）为方程 w + fc ?/= n 的非负解，且 X 。最小.显 
然，方程似+幼=«的所有非负解由下式给出 

fX ~ x 0 +bt x^-bt 

\ y = y 0 -at y 0 >at 

如果欠。>办，那么在 Jr =〜+ & 中取- 1 ，就有; d a - feO 。 
也是解，与 h 最小相 矛盾； 如果 x 。 取£=-1，得解 a ：=0， 

v 

故又有0,与题设6>0相矛盾，因此由尤>；1： 0 得 

t = - ~y° > 0 ( 1 ) 

由 !/ =&o - at ， ❹得 

a a a 

〔登〕 （2) 

合并 （1 )、 （2) 得 0 C <〔$〕 (3 ) 


U 



又从可得 

a ab b 

〔斤⑸-刪幻贷 1 ， 

而且 0 < x 0 < b 9 〔令〕= 0 • 因此有 

= r w o«tr nv i - 1 , 

laj labj^labj 

故 （ 3 ) 式给出 

<^. ao ^ ^ 

当 o <£<〔☆〕 时，方程有〔 4 〕+ 1 个非负解， 

*■ 

当 0 <，<〔 5 〕- 1 时，方程有〔 3 〕个非负解. 

习理2 设 a 、 b 、 C 为三个正整数，且 

、 a ， b= (b ， c) = (c f a) - 1 

求最大之整数之不可由 

bcx + cay + abz ， 0 > 0 9 

表出者 • 

解： 首先证明*如果方程 

bcx + cay + abz = n 9 (a 9 b) = (b 9 c) = (c 9 a) -1 

有一组解 (^ 0 ,^ 0 ,^ 0 > 9 那么它的所有解由下式 

f X ^ X q cii^t ^ 1 2^ f 

ho-bt” ( 1 ) 

^ = ^0 一以 2J 

给出 . （1 ) 显然是方程的解.另一方面，我们从 

bcx + cay + abz-n 
bcx 0 + cay 0 +abz 0 =n 


和 
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得到 ^ c (x — x ^) + ca(y ^ y Q ) + ab(z ^ z 0 ) ^ 0 (2) 

再结合 <y> = (6, c) = = 1 

立刻有 o\x-x 0f b\y-y Q ， c\z-z 0f 
因此 x = x 0 + aT 19 y = y Q +bT tf j? = a ： o 十 cT 3 , 

把上式代入 （2 ) 得 T^Ti + T^ 0 
取 Tfh ， T 3 = ^ 2 , T^t i+ t 19 即得 （ i) • 

下面再证明合题设条件的最大不可表数是 

2abc - ab — be - ca % 

命 0 一 bKb - 1 ， 0 <2r 0 -ct z ^c- 1 , 

如果 n^>2abc - ab - be - ca 

那么由 bc(x 0 +a(t i + t z )) = n — Cfl(j/ 0 — fcf 丄 ） - ab(z- z 0 ) 

可得 

fI + 史 2 ))— cib - be ^ cct _ cct(ct — 1 〉— ah(c — X) 

= - be ， 

即 + flf (/ 1 + (2)〉- 1 

故 +aOi +^)> 0 

因此， 凡大于 2abc-ab-be- ca 的 整数，都可由 be + (叫 + 以;?表 
出，其中％ 6, I ：都是正整数，并且合条件 

(At， ^0 = (6, c) = (c ， at 〉 = 1 ， x ^ 0 f 0 9 0« 


又若 

2abc - ab - be - ca = hex 七 cay + abz 

则 

2abc-( 

:1 +x)bc + (1 +y)ac+ (1 +z)ab 

因为 

(a ， b)= 

(fc ， C) = (C, =： 1 

所以有 

o\ 

1 + x 9 ^| 1 + c\ \ + z 

再由 

x ^ 0 j 

0 f 0 

可得 

1 + x 1 + 1 + z^c 

故 

2abc -( 

:1 +x)bc+ < 1 +y)ac+ ( 1 +z)ab 


^dbc + abc+ abc= Zabc 


此不可能 . 因此合题设条件的最大不可表数的确是 2dc- 泌 -8« 


H 



— ca 


习题3 求出尤+22/ + 3;?二〜欠彡0，好>0 〆 彡0之 解数. 

提示： 此式之解答数为 


(l-x)(l^x 2 )(l-x s ) 

之展开式中 A ： 之系数 . 用部分分式法可以求得 , 

解： 由形式幂级数可知该式的解数为 

1 

的展开式中 X 的系数 . 下面来确定％的系数 . 



(1-X)(l-X 2 )(l-X s ) 


— (1 - A：) 3 (1 +X) (1 - (OX) (l-0 2 x) 

一 + ^2 I ^3 , + 

( 1 - 欠 ） 3 il-x) 1 l-x l+x 1~6)X 


^6 

1 - o 2 x 



其中仞 =cos— — + isin — ^― ， 1 +( 0 +a> 1 - 0 5 o 3 = 1 

3 3 

而■^为待定的常数.把 a ) 式右边通分，由特定系数法得* 

1 -A l (l+x)(l- ox) (1 - (o 2 x) 

+ A 2 (1 — at ) (1 + x) (1 - &x) (1 — 0) 2 X) 

+ -^3 ( 1 — 尤 ) 2 (1 + X) (1 — Q)X )(1 — £0 2 % ) 

+ ^ 4 4 (1 -x)^(l - ax) (1 - 0 ) 2 x) 

+ A 5 (1-X)^(l+X)(1~Q) Z X) 

+ A^(l - x) s (I + x) (1 ~ cox) 

令 x = 1 ，则有 

1 = 2 A { (1 - 0 )( 1 - co 2 ) = 2 A l (1 - fi ) - © 2 + o s ) = 6^4 1 


\ 
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即 




=豬， -^3 


72 


2 


，忠 


17 

72 


故 


(1 -欠 ） ma — % 3 ) 


S 


17 


6 (1-^) 3 4 (1-文） 


2 


72 (1 一 JC ) 8 (1 + 欠） 


9 ( l - 0 ) x ) 9(1 - a > 2 x ) , 

再引入下面关于无穷级数熟知的 结果: 


x ) 


3 


OO I n 

c) 




n = o 


oo 


1 - x ) 


^/n+lv 

— ^ n / 


x » 


n-o 


oo 


丄 = y 炒 


1 + x 


2 (- i) n ^ n 


n = o 


1 "- 


2> 


nxn 


n - o 


1 —© 2 X 


2 r ) 2fl ^* 


n = o 


就有 


(1 一 x ) ( 1—％ 2 )(1 — x 8 


oo 

2 

n = o 




C： 2 ) 


C ； 1 ) 


17 , (- l) n _ o zn 


72 


9 -J 


x n 


由于 ©= cos 2 ^ + isin^ 

6 o 


槪 o n + © 2w = co 


c 2n^ t 2nn . — 、 inn , j 丄 4mr 

^ — . — 


+ tstn 


3 


+ cos 


?sin 


2cos 


Inn 


从而 


( n + 2\ 
w / 


( T ) 


17 i (-1)» A on 0 i» 

—十--十 — 》^十- 

72 8 9 9 


T 9 



(n + 2 )(n + l ) . « + 1 . 17 4 (- l) w 


12 


4 72 


cos 


2nit 




(n + 3) 


% 


u h +(r ~i~ + l cos lj v 


最 后证明 


(n + 3) 2 7 , (- l) n 


12 


72 


8 


cos f 是整数 I 


如果 》i = 3 m ， 由题设则有 


( n +3) 2 7 f (- l) tt 


72 


(3 m + 3) 2 
一 12 


8 


(一 1) 3 W 


COS 


Inn 


72 


cos 




3( m + l ) 2 , (-Ip 


i ) 当 2 时 


(m + 1)S 匕 121! 


ii ) 当 2 17" 时 3 (m H - 1 ) 2 ~ 3 (mod 4 ) ，《 二 + Ji = J ： 


因此，当 《 二 3 m ， 0 时 

( n +3) 2 7 丄 (- l ) ft ^ 2 

12 72 8 9 3 



是整数 • 同理可证 n 二 3 m + 1， n =3 m + 2 , 0时，上数仍然 

是整数， 

综上所述，我们得到了方程 

x + 2 y + 3 z ^ n , 0 , 0 > 之> 0的解数确 实为： 


( K +3) 


2 


12 


72 8 


cos 


2 rat 


习題 4 鸡翁一，值钱五；鸡母一，值钱三 } 鸡雏三,,值钱 
• 百钱买鸡百只，问鸡翁、母、雏各几何？ 
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解：设所买的一百只鸡中，公鸡、母鸡小鸡分别为戈只、2/只 
和2只，依题意有 


x + y + z = 100, 


( 1 ) 

( 2 ) 


( 2 ) x 3 — < 1 ) #： 7^+4 j /-100 

7 3 

鉍=： 2 5 一 —X = 2 5 —龙一丁太 

4 4 


(3 ) 


取欠= 4 &得 y - 25 - 7 ^ 

故 （3) 的通解为 ( X = 4k * 

h =^ 25 - 7 k . 

又由题意欠>0，灸>0, ?/ = 25-7左>0，可知 fc =0， 1,2, 

3. 与它们相对应的方程解 （6 I /, O 分别为 

(0, 25， 75) 、 （4 , 18， 78) 、 


( 8 ， 11，81〉 、 （12，4 ， 84). 

故此题有四解：其一，不买公鸡，买母鸡25只，买小鸡75只，其 
二，买公鸡4只，买母鸡18只，买小鸡78只，其三,买公鸡8只, 
买母鸡11只，买小鸡81只；其四，买公鸡12只，买母鸡4只，买 
小鸡84只. 


§9完全数 

习题1 阐明 C ( m ) = or ⑻=7„ + ?1 有次之三解答, 


i 

284 

i 

i 

1 17296 

i 

i 

9363584 

1 

n 

220 

i 

i 

18416 ； 

9437056 


解： i)m- 284, n- 220 
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a(m) =a(2 2 ^71)-a(2 2 )a(71) 


(!^)( RW )= 7 * 72 




504 


:a(n) =a( 2 、 5*11> 卩（ 2 2 )a( 5 > 汶 <11) 

vK^tKi^t ) 7 - 6 - 1 ^ 504 


504 = 284+ 220 


故此时 o(m) ^o(n)^m+n 

ii)m = 17296， ft =18416 


£ ； (m) =a(2 i *23*47) = a(2 4 )a(23)^(47) 




23 2 - 
23 




= 31.24,48 = 35712 


a(n) =a(2 4 -1151) = a(2 4 )a(1151) 



)( 


1151 


1151 — 



- 31*1152 - 35712 


35712 = 17296 + 18416. 


故此时 o(m) = o(n) -m + n 
iii)m^= 9363584, 9437056 


a(m) =a(2 7 *191*383) =ct(2 7 )<7(191)<7(383> 


/2 8 - 1 、 /191 2 — 1 
V 2 - 1 八 191- 1 


K 38 3 2 - 1 \ 

TsJ^T l 


= 255-192*384= 18800640 
o(n)^a(2 1 ^7S727)^o(2 1 )o(7Z727) 



K 73727 2 - 1 、 
73727 - r / 


= 255*73728 = 18800640 

18800640 = 9363584 + 9437056 

故此时 o(m) - o{n) = m + » 
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值得介绍： cr ( m ) = a ( n ) - m + 7 ?表示 m 和 n 的真因的和相等， 
此种 m 、 n 称为互友数. 

习题2 求证，若一正整数为其诸因数（除其本身之外)之 
积，则此数为一素数之立方，或为二不同素数之积，且无其他正 

整数具此性质 • 

证1 t 

i)n 只含一个素因子 ， n = p ^. 令 iV 为 n 的诸因数（除其本身之 
外）的积•显然 

ai(ai - 1 ) 

iV = p J ♦ ! 2 . 穸 I ai — 1 = 夕 1 2 

若《= AT , 则由唯一分解定理有 


从而有，《1=3或0，而给出因此该种情况得到 n 

k {T 

. • - 
I - 

. 

I 

ii >?2 含两个素因子， n - p l a ^ p 2 a ^. 此时布 

N= )”'(PlPz a2 一 1 )*(PlPl <i2 ')* 

*Pl 2 • (Pi Z Pl )， （p lU) … （ Pl 2 p 2 ai — 1 )^(Pl Z Pz ai )* 


1 • (^ i a i J 1 P2) " 1 P2 2 )•"(?, 1 — 1 Pz ai " 1 )。 

•?i ai * (Pi ai Pz) 9 (Pi ai p2 l )* tt (Pi ai Pz ai ~ ” •（夕 2 … ， 


Pl^). 

如果 n = A / 就有 


0 …二 0 〆 1 + 2 + ■" 1 q) + Ca ?j + 2 a 2 + … + (a! - 1 )a^ + a v (a 2 - 1 )1 


因此有 

也就是 



+ a t (az - 


1 ) 
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又因为 1, 1, 因此 a t = a 2 = l ， 从而有 n = 

iii )» 含有办 > 3 ) 个素因子时，… Ps a 、 

显然？ i ai •(夕 i a ' ai > 是 iV 的一个因子，2 如果 

就有«! = 0 j 同样可以证明 a a = a 3 =… a s =0，但这 

与《有 5 ( s > 3) 个素因子的假设相矛盾.下面再给出合題设条 

件的数是 〆 或 hh 、 i > i 年 h 的另一个证明 • 

证 2 t Sn = h a wf > w aw ， 因为当^跑过》的全体正因数时， 

| 也跑过71的全体正因数，所以我们可得 

„‘ = W = IT d 取 = TU ^ = ITn = n T<W) 

din d\n ^ d\n d d\n 

故 r ( n ) = 4 ，即 

( fl?i 4 - 1 ) •** ( ff/n + 1)=4， 

i ) 若 w = 1，则 fl ? i = 3， n - pi 9 } 

ii ) 若 m = 2 ，则 pj " 
ii > 若 w >3, 则 r ( fi )>6. 

所以，若? i 等于它的真因数的积，则《= 〆 或 Pi^Pf 

反之，如果有 n = f 或者 《 = hh ， 沁年则 

\] d - l » p * p z * p 3 = 〆 =( 〆 ）* 

dl ^» 

n^i •P i *Pz -P iPz = (p lp2.^ % 

dipipi 

所以，若一正整数为其诸因数（除其本身外）的乘积 * 则此数定 
为一素数的立方，或者是两个不同素数的乘积，且无其它正整数 

有此性质， 

§ ii 连乘积中素因数之方次数 

习 麵1 求10000! 中7之方次数》 

24 


解 


10000 

10000 

7 b 一 


10000 



1428 


，（: 


10000 


204 


29 


，c 


10000 


4, 


0 . 


故 10000! 中 7 的次数等于 


邐习 2 


1428 + 204+ 29 


求 (^_) 中 5 之方次数 . 

v 500 / 


1665. 


解：200, 


1000 ^ 


40 


1000 


1000 



= 100 , 


fr) = 20, 


1000 

500^1 

^ J 


$ 


500 


0. 


故在 ( 1()<)<)> ) 中 5 的方次数等于 
\ 500 / 


O0 

2 (( 


1G00 "1 0 r 500 

5 W J k 5 s * 



(200- 2 x 100) + (40- 2 x 20) + ( 8 — 2 x 


+ (1-2x0) 


擊 


习思 3 若 r + s + … + f w ，则 


n \ 


nu … M 



为 整数 . 更证明若《为素数，而 max(r ， s ， … f)<n, 则此数为《之 
倍数 • 

证：设 __^—— 中的方次数为 W ， 那么 


N = 
又因为 








从而 0, = j 为整数 . 如果々为素数.要证以 

^fbl- 只誠 ^ 巾咖方錄 W 即可 • 


因为 



并且在条件 max ( r ， s ，…，下又有 


oo 

2 


m 二 




S 

qm 





所以， 1^71 中 9 的方次数为 




此即 一 ^7 • 是《的倍数， 

r \ s \ … n 
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§12 整值多项式 


习鼸1 推广定理2及3至多变数之情形. 

解：本节定理2及3如下： 

定理2 凡〖次之整值多项式必可表成 

+ …+ a ! ( x ) a 。 

式中％,… 〜皆为 整数.且对任何整数％,…^，此皆整值多项 

式. 

定理3 对任意整数 x, ―整值多项式/00之值皆为 m 之倍 

数之必要且充分条件为 - 

m|(a fc ，…， a。） 

此处％，…，〜之意义如定理 2. 

下面只作二元情形的推广（多 元情形的推广与它们相类 似）. 
定理 2' 二元整值多项式 f(x，y) 必可表成 

°lc( X k ) +ak 1 ( k _ X 1 ) + "' + a, ( i) +fl0 

式中 fc 为 f(x，2/) 中 x 的次数，％，…，0。皆为#的整值多项式，且 
对 任何# 的整值多项式％，…，此皆整值多项式. 

证： 1) 此种多项式显然是整值多项式. 

2) 对于二元多项式 /U、2/), 如果它关于 x 的次数为〖，则必可 

写成 

f(x f y) Jc ( X ^ a k-i( X ^ +•_• + “, （太 ) +G 0 

■ k ’ \左一 1, \ 1 乙 

设 Af(x, y ) = fix + 1 , y )- f ( x 9 y ) 
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m mx 9 2 /) = «ic ( / ) + 卟](二） + "•+〜 

、允一 1 K — Z 

进而以 A 2 fOc ， l /) 表 ？/>) 及尔 /(心办） =4( 少 -lf(X，2/)>， 

可立即得到 

/( O , y ) =« 0 , ( Af ( x ^ y))x = o = a i 9 . 


(Ar f(x^y))x^O-a r f . 

若 f ( x ， 2/) 为整值多项式，则 ~ U ，？/)， △”(〜 y )， ……，也是整 


值多项式，故我们证到了 


f (0， 0)， i ^ f ( x 9 y )) x^Of . 

皆为整值多项式*也就是说，％，…， 


(Ar f ( x ， 2 /))x = 0 ， "“ 

皆为 〃的整 值多项式 • 


/定理3, 对任意整数心2/, —整值多项式/(々0之值皆 
为 m 之倍数之必要且充分条件为 

«| (% * …， ％) J 


此处％， …， h 定义同定理 2 '. 

证： 与定理 2' 的证明相同 • 

习題 2 证明? i ( n + 1 )(2 n + 1) 是6之倍数 • 

证 ：因为 

»( n + 1)(2«+ l ) = 12 ( n )+18 ( W )+ 6 (^) 


6 |( 12 , 18 , 6 ) 

所以? i (? i 十1 ) (2 n + 1) 是 6 的倍数 • 
习睡3 当 m 及 n 过诸正整数时， 


m + 


(m + n - 


1) (m + n- 2) 


亦过诸正整数，既无遗漏，也无重复. 

证：设 
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1 十 2 十 … 十 / = S 0 = 0 






STij tn + — (m + ft^ l) 〈 m 十 n— 2 ) ^ w + Sm 

力 2 

首先证明对任意正整数纟，存在两个正整数 w 和〜 使下式成立： 

k = m + Sm^n- 2 ( 1 〉 

用归纳法证明此结论 • 当 纟=1 时 ， ®PI = W = 1 , 显然 
1> 成立. 设 A = r 时成立，即存在正整数《、、使得 

Y-U + Stt + V -2 ( 2〉 

■_ I 

成立.由（2>得 

r 十 1 = w + 1 + S «- hv -2 - u + 1 + S ( u + i ) + ( v - l ) - 2 
即 r + 1 = + S u f 七 v ，- 2 

其中 w '= w + 1, v f = v - 1 . 如果 t/>l , 则 〆 >1，结论对于女 

= r + 1 时成立；如果1,则有 

r + l = w + l + Sw - i = l+Su 、 

―1 + S 1 + (u + 1) -* 2 - u f/ + Su f/ + v ;/ - 2 
其中 《〃= : = 1 显然是正整数，故此种情形结论对于灸= 

7+1时亦成立睾 

再证唯一性，即证对任意正整数和 2 、心、心，如果 

7W 1 + Sff% i 十 TZi — 2 之 + + 一 2 ( 3 ) 

1 ，- X 

则一定有 rn { n l = n z ^ 

若 ^>^2 或％ > W 7〗， 则由（ 3 )得 

m { - tn z - S mi ^ n z - % — S / ni + ni— 2 

= ( m t + tii — 1 ) +( m l + w L ) + ••*+( ffi 2 + w 2 ^ 2) 

+? i t - 1 ^^19 

或 仿 2 — = S/nt 十 n t - 2 — Sm z - 2 

=(/7^ + »之一 5) + (?〜+力之〉+ "_ + (打^十打1 — 2) 

> m z + n z - 1 >m z % , 

但以上两个不等式都与 m w m 2 是正整数这一假定相矛盾，所以 

m v -m % ( 4 ) 
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把 （4) 代入 （3) 得 S mi+ni -2 = S mi + n 2 -2 

即 +« 4 - 1 ) ( m t +«! - 2 ) = i (»»i +«2 - 1) 

2 “ 


• (?«| + — 2 ) 

n x % ^ 2m l n l -Zn i =n t t ^ - Zn t 


(n t - n t ) (»i +n 2 + 2m x - 3)=0 
如果则有〜+〜+之〜二 3, 这与 》*、 
相矛盾，因此 

«1 = «2 


(^是正整数 


( 6 ) 


由（4)、 （ 5) 即得唯一性 • 

习鼸4 若一〖次多项式，对于连续纟+ 1个整数皆取整数 
值，则此多项式必为整值多项式 • 

怔> 设 

(:)+吒-1 (二） + •.•+〜（ ； ） +a 。 

是一个 lb 次多项式，且当 = …， m + i 时， f 00都是整数，再 


设 

^f(x) = fU+ l)-f(x ) 9 Ar fU)=^(^r-l/U)> 

则有 Af ( x )^ a k (^ A ) +%- 1 (二 ) +fffc - 2 



Ale - if(x) = a k (0 + fir |c-l 
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Ufc -1) 








Afc f ( x ) =QTfe 


及 (幻 = f ( x + 1 )-{( x ) 


^ f ( x )^ f ( x + 2 ) 


_(;) 


f ( x + 1) ^ f ( x ) 


( A ) 

( Bt ) 

(B 2 ) 


^ fc - 1 /(^)=/U + Jt- D- ( A： ' 1 )/U + it-2) 


(- 1 )k-if(x) 

^ f ( x ) - f(x + k ) - 


(Bfc - i > 



f(x + k - 1) 


(—1 )fc f ( x ) 


(B fc ) 


因为 f ⑽， f ( m + 1), •"/(/；* + 幻都是整数，从而 04 fc ) 和 ( B fc ) 给 
出 

a k = f(Ar))x=m 

是整数 f 由于 a fc 是整数，因此(血-0和(坂―)推出 


a k 


( x)) x 


a k 


(：) 


是整数 》 
出 


最后，因为％ 


，心是 整数，所以 ( A ) 和⑺“绐 


(^ f ( x)) x 


— 


仍然是 整数. 又因为 


a。 = f ⑽- % ( 饥）-<^( w ) 

1 


显然是整数 ，故％ ao ^ t ^ k ) 是整数，是一个整值多项 

式. 

习雇5 若 f (一 x ) = _ Hx )， 则 fU ) 名为奇多项式，整值奇 

多项式之形式为 
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* 畢 《 


+ dm 


/ x + m- 1 
、 2m- 1 



此处 A ， …，为整数 • 

证： 奇整值多项式/有如下形式 

f(x) = b t x + b z x z + •** + tmAr 2w ^ 1 

如果令 «! = /( 1) 

a r =f ⑺- 1 

、1 



2 < r < m , 

则 fU ) ^ ^ + “. + am(x + W 1 ) 

^ 1 / x 3 7 N 2 m- 1 x 

S 为在&1义 + … + bm x2m -1 = q % … + + W 中， 

v X 7 v 2 m - 1 7 


取尤二 1 ，得 q =/( 1 ); 

取 x = 2 ，得 <2 2 = f ( 2)-1 ( 2 )， 

1 


多 


取 : t = 得 = f ( m ) — a 




1 


/ 2 w— 2 \ # 

、 2 m- 3 / 


下面再证明 心， …，都是整数.由于 f (幻是整值多项式， 


因此 


1 = f( 1 ) 


是整数*由 A ， f ( 2 ) 是整数又可推出 


a % ~ f ( 2 ) 




是整数， 


最后由 q ，…， Om - 19 f ( m ) 是整数推出 


dm = f ⑽ 



m 



m + 


3 


1 «•t — 


Om 


2 m — 2 
2m- 3 
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也是整 数. 

J - 

习 S 6 若 f (一 x ) 二 f ( x )， 则 办) 名为偶多项式.整值偶多 


项式之形式为 


a Q 





此处〜，…，办*为 整数， 

^t. 

证 * 偶整值多项式《幻有如下形式 
f { x ) : b 。+ b t x z + b z x 4 + ••• + b m x 2m 

如果令 <2 0 = f( 0 ) 


dr 


= f ( r )- a 0 - a x 


Y 






* * * — Of — 




a 


2 

■ 

则 X ) + a ^ j ( X+ 1 )—.. + 办€. 

1 3 

* 

■ 

/ x + m- 1 \ 

^ 2m- l ^ 

因为在石 o + •_• + 办》 〆 2 W = a 0 + … + <2附二. 6 L 饥 1 ) 中 

2 扪 - 1 / 

取 x = o ，得 〜^ /( 0 ) ； 

= 1 , 轉这 1 = /( l)—tf 0 j 


^ Lx - m f 


得 0m = f(w) -a Q - a x 



— .•• 


a m 一 




>3 





由于 K 


x + k-l^^xjx+Qc-l)) 

* 


( X + nr -+ - i).“(y- (k-2))(x- (k-1)) 

ilk - 1)1 ~ - 


是一个关于 X 的 2 Jt 次多项式，并且当 o 


: t 1, 土 （fc — 1) 


时 



lc 


x + k - 

2k + 


1)=0， 当尤= 士 灸时 ， y 


x/x+k- 


» 


2k 


所以从习题 4 的结论知 f — 1) 是一个整值多项式•利用 


此点，下面证明〜， 0" …， 

式，因此 

a 0 = f ( 0 ) 

是整数，由《«>、 f ( l > 是整数又可推出 

^, = /( 1 ) - ^0 


flm 都是整数.由于 K 幻是整值多项 


是整数> 再由《。， fl i ， 


(;)， /( 


2 ) 是整数可知 


a t - f(2 ) 


n 1 ( 
—ffo 一 〜丁、 


2 


是整数 J 


« 


最后，由 a 。 


m/m \ 

flw, TV 1 


m 


m 


( 2m - 2 ^和"^!〉都是整数可推得 
^2 m -3 7 


am 


f ( m )-< z 0 -« iy( m ) - 


- 1 


m 


m 



2 m - 2 
2 m — 3 


仍然是整数. 


13 多项式之分解 


U 


习麵证明次之诸式皆不可化* 




x % ^ X 9 x i + 1 9 +x z + 1 ■ 

证 I 设欠 4+ 1 

贝 ! 1 x z + l - +2y+ 2 

2 ^ 1, 2 I 2 , 2 2 十2，故 x 2 + 1 不可化 > 

而 x A + 1 -y A + 4 y s + 6y 2 + 4 y+ 2 

2 + 1， 2 I 4 ， 2(6, 2(2, 2 2 +2 

故 v + i 不可化 > 

又 x^+x 9 + 1 = + 6y 5 + 15^ 4 +.21» 3 + 18y 2 + + S 

3 I 6， 3 |15, 3 |21，3 |18, 3 | 9, 3 | 3, 3 2 七 3 
故 V + x 3 + 1 不可化 • 



第二章同余式 


一 、提 要 

■、 

定义命抓为一自然数.若是 m 的倍数，则称 a ， 6对模 
m 同余，记为 

a = t ( modw ) . 

定理1 

i ) a=a(modm) $ 

ii ) 若办， 贝⑽三 a ( modm 〉 ； 

iii ) 若 a 三6， b 三 c ， 贝 ljfl 5 c ( modm ) • 

定理2 若《三石， ^^^( modm ) 

则有 ， 

孜 aa^bb x {moArn) • 

定理 3 若 acEbd ( modm ) ， c = d ( modm ) 

及 （ c ， m ) = 1 

贝 Ij a=b(modm) • 

定义对于模 m 同余的数组成由模 m 决定的数类，而对于模 
m 两两不同余的 m 个数，称为模 m 的完全剩余组. 

定义 命？ 为与 m 互素的类的个数，此啊的名为欧拉函 
数.在与 m 互素的诸类中各取一代表 心，…， acp (w) , 此名为一缩剩 
余系，或者简称为缩系. 

定理4 如果0：， m ) = 1，则 
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^ cp ( m ) — j ( modni ) , 

定理 5 如果 （ m ， 1,则 

<P(mm / ) = (p(m)<P(m f )| 

即平 ( m ) 为一积性函数. 

定理 6 

<P(pl ) = pt( 1 - —) , 

P 

*P(m) = tnj] (1 一 i ). 

P\m 金 

定理 7 (孙子定理） 若 (mp 1, (/#/), 

则 x^a i (modm i ) 9 1 

有唯一 

定理 8 若 （ m !， m 2 ) = 1, 

则同余方程 fM = 0 (modnz 1 m 2 ) 

的解数为二方程 

f(x)= 0 (modmj) 9 f(x)^ 0 (modm z ) 

的解数的积. 

定理 9 命 P 为素数，同余方程 

f(x) ^ an x n + **• + a 0 = Q (mod 夕） 

的解数 < n , 重解计算在内. 

定理10 正整数 P 为素数的充要条件为 

(穸一 1 ) ! = - 1 (modp) • 

定理11命 

(x) = ncifi ^ 1 + …+ | ? 

若 f ( X )^ o (rnodf)) 

无公共解，则 /( at ) = 0 ( mod ^^ ) 

的解数等于0 (modfO 的解数. 
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二、题 解 


§ 5 < p ( m ) 之讨论 

习題1证明 

2^(^) = m f 

dim 


式中 D 表示一和，其中之变数^过 m 之诸因数* 

dim 


证：设》1=企士交士…扒 1 *， 

则2⑽ = 2 2…2屮心…❻ ) 

dim x\- 0 x 2 = 0 x^= o 

11 1% l 农 

= 2 价， 0 2 妒 （ h * 2 ) … 2 ^(P^O 

Xi -0 X 2 = 0 X $- 0 


〔1 + (Pz ~ 1 〉 + ( 乡 2 2 - 夕 2 ) + … + ( 夕 2 “ - i^ 2 1 〉〕 ._ 

C 1 + ( 夕 s 一 1 ) + (^s z - pi ) + … + ipj* 一 - 1 )〕 

山 • …夕 Jl 


= tn m 

习題 2 

则 


命 P 为 （ m , n > 中不同素因数之积, 

<p(mn) ^ P 
<P(m)(p(n) = fP(P) # 
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证 * 



< P ( mn ) 

fP(m)q>(n) 


mnll ( 1 - 丄） 
p\mn P 

• - ■ ■■ — ■■■-- ■ ■ ii - - — L - — 

Ttl I 1(1 — —-) 71 H(l— 

p\m P pin P 



p\mn 



_ 

p 




驴 4〉 



t 



— p 
"npT 9 

习題 3 应用定理 1.7.1 证明定理 4 . 
证：此题就是要求用逐步淘汰法则证明 


<P(m) = m FT ( 1 - ^) . 

V\m P 


设 m = p/i … Ps 

用 ATh 表1， …， m 中不与 h 互素的整数的个数 ，…， 甩 NPs 表 
不与沁互素的整数的个数； 用咐也 表不与 h ， h 互素的整数的 
个数，…，用价表不与九-1、乡互素的整数的个数； …； 用 
iVh …扒表不与…， p 互素的整数的个数.显然， 





% 


m 

Ps 
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N Pr " p s = 办 m ^一 癱 

FS Pi … Ps 

由逐步淘汰法则可知，1，2 ,…， m 中与 m 互素的整数个数为 

- i + 」 L+〜+ P _ ^_ 

夕 1 Ps PiP z ps - iPs PlPzPs 





m 


“•Ps 


m n(i - j), 

p\m v 


此即 


<P(m) = m — 

p\m 分 


§7 孙子定理 


习题 1 换3、5、7为3、7、11,以求与70、21、15 
所对应之数. 

解：由 2^3.7 三 1 ( modll ) ， i / islO ( modll ) ,取 

-10#, 被3、7整除，被11除余1的数为 

10*3*7=210； 

由 ^ 2 *3*11= 1 (mod 7 ) , t / 2 = 3 (mod 7 ) , 

取心= 3 得，被 3、 11整除，被7除余1的数为 

3 • 3 •11 = 99, 

由 y ” 7 *11= 1 ( mod 3) ， y z = 2 (mod 3 > , 

取 h = 2 得，被 7 、 11整除，被3除余1的数为 

2 * 7 *11 = 154. 

求得与70、21、15所对应的数是210、99、 154. 

习題 2 七数剩一，八数剩二，九数剩三，问本数》 
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解 1 设此数为6弁设饥 i = 7， m z = = 9 • 依题意得 

x= 1 (modwii) 
x= 2 (modffi 2 ) 

3 (modwis) 

令 M- m l wi 2 ?n 3 m 1 M 1 - m 3 Af a 

由 M/Mt= 1 (modmO ， M/ *8*9= 1 (mod 7 ) 

有 4 (mod 7 ) 

由 Af 2 / M z = 1 (modmj , M 2 ^7-9= 1 (mod8 ) 

有 7 (mod 8 ) 

由 M 3 ’M 3 三 1 (niodw 3 ) , M/ 1 (mod 9 ) 

有 M 7 3 = 5 (mod 9 ) 

取 1 + 2 .Af’ 2 .M 2 + 3 •Af/.Afs 

s 4.8*9 + 2» 7* 7*9 + 3*5*7 # 8 
= 288 + 88^ + 840 
= 498(mod7*8*9) 

此即合题意的最小正整数. 

习題 3 十一数 余三，十二数余二，十三数余一，问本数。 
解：设此数为 A 并设〜 = 11, m 2 = 12, M s = 13. 依题意得 

3 (raodmi) 

2 (modm 2 ) 
x~ 1 (modm 3 > 

令 M-mim z m 3 -m 1 M l = m 2 M z - m z M z 
由 1 (modmj) , 1 (modll) 

有 M 7 i = 6 (modll) I 

由 M/M 2 b 1 (modM 2 ) ，三 1 (modl2) 

有 ^ = 11 (modi2) I 

由 = 1 (modm 3 ) , M 3 ’*11.12 三 1 (modl3) 

有 M r 3 = 7 (modl3) • 
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取 + 2 •MS.Aia+M/ ^ 

= 3 . 6 . 12. 13 + 2 . 11 . 11.13 + 7 . 11.12 


= 2808 + 3146 + 924 
= 14(modll.l2*13) * 

此即合题意的最小正整数. 

习腰 4 二数余一，五数余二，七数余三，九数余四，向 

本離. 

解：设此数为 A 并且叫= 2 ， w 2 = 5 ， ? a / 3 - 7, ? h 4 = 9 • 
依题意得 

x = 1 ( modmi ) ， a := 2 ( modm z ), 

欠三 3 (modm 3 ) ， x~ 4 (raodni 4 ) _ 

令 M = wi 1 Tn 2 7n 3 m 4 — niiMi = M 3 M 3 二 W7 4 M 4 

由 1 (modmi) , Af/*5*7*9 三 1 (mod2) 

有 M/ = 1 (mod 2 ) j 一 

由 M z f M 2 = 1 (modffJ 2 ) , M f ^2*7*9= 1 (mod 5 ) 

有 M 2 r = 1 (mod 5 ) ； 

由 M/JVfsE 1 (modm 3 ) , M/.2.5.9 三 1 (mod 7 ) 

有 M/e 6 (mod 7 ) i 

由 1 (mod?n 4 ) ^ M/ *2*5-7= 1 (mod 9 ) 

有 Mj = 4 (mod 9 ) • 

取 x=M/ + 2.M/.M 2 + 3.M 3 ’M 3 + 4.M 4 ’.M 4 
^315+ 252 + 1620 + 1120 
^157(mod2*5*7*9) 

此即合题意的最小正整数. 

习題5 今有数不知总，以五累减之无剩，以七百十五累减 

之剩十，以二百四十七累减之剩一百四十，以三百九十一累减之 
剩二百四十五，以一百八十七累减之剩一百零九.题总数若干. 
解：设总数为％依题意得同余方程组 


42 



r x= 0 (mod 5 ) ( 1 ) 

x 三 10(mod715) (2) 

I x=140(niod247) ( 3 ) 

x = 245(mod391) (4 ) 

^=109(modl87) ( 5 ) 


由 （2) 有 x =715 t /+10 

将 （ 6) 代入 （ 3) 得 

715 y + 10—140 (mod 247〉 

llt/s 2 (modl9) 

y= 14(modl9) 

由 （ 6 ) 得 x =715*14 + 10 

sl 0020( mod 715*19) 

即尤 = 10020 是适合 （ 2 )、 （ 3) 的最小正整数解*另一方配有 
10020= 0 (mod 5 ) , 10020=245(mod39l) f 

10020=109(modl87) * 

即 m0020 适合 （1)、 （ 4)、( 5 ). 故 10020 是合题意的最小 
正整数解* 
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第三章二次剩余 


、提 


要 


定义设 m 为大于1的整数， （ w ， n ) = 1, 


若 


jc * = n ( modm ) 


可解，则《称为对模的二次剩余，或二次剩余 modw , 不然则称 
为对模 m 的二次非剩余 • 

途义 （ Legendre 符号）设为大于2的素数，？七《，命 




1若 n 为二次剩余 ， modp 
1若 n 为二次非剩余， mod 夕 


此符号显然有如下性质：若 wswqmodiO 及 p 七 n ， 则 

定理1 命10> 2,于一缩系 modi ) 中，有 +0-1 >个 


次剩余和 | 幼- 1) 个二次非剩余: 


且 


I 2 ，2 2 ，…， ( f (卜 1 


I 


即为其诸二次剩余 modi ?. 



定理 2 


(Euler 判别条件）设少是一奇素数 


则 


乡 一 1 


(f )(modjO • 


定理 


若多则 


m 


P 


XI) 


mn 


定理4 


( Gauss ) 命2 ， p 设妾 1) 个数 


n 9 2 n 9 


(夕 _ 1 )w 


(mod 乡） 


的最小正剩余中有 m 个大于则 


定理5 若 i >> 2，则 


(!) = <- 1)m - 


- M ( f ) 


1 

~ 8 ~ 




定理6 


(互逆定律）命 P > 2, 2为二个素数，且 P 专 


办则 


(i)(f) 


(— 1 ) 


2 


( P - 1>士卩 - 1) 


2 


定理7 命 C >0, P ^ n 9 若少>2,则同余式 

x 2 = n ( modp ^ ) 


的解数为1 + (~). 
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定义 命 m 的标准分解式为 

t 

tn= n 々， 

r = 1 

其中办准许重复.若 （ W , «)= 1,则定义 

⑴ = 立 (+). 

此称为 Jacobi 符号. 

特别注意, =1并不说明同余式 


x 1 sn ( modm ) 

可解. 

定理8 (计算法则）设 m 、 为正奇数. 

1) 若 ( modm ) 及 （《, m ) = 1 ， 则⑴一 - CD ， 

2) 若（《， m )=<«， m ’)= 1，则(士)(含) = (‘,)， 

3) 若 （ n , m ) = ( n ’， m ) = 1， 则 (9 (SM 竽). 

定理 9 若 m 、 ft 为二正奇数且 （ m ，«) = 1, 


CDdh (- 






_ 


定理10 


设 w 、 n 为奇数， （ n ， fn ) = 1,若 m 、 n 皆为负数，则 



« \ / m 

jw| 八 |tt| 




—(w ^ 1) • ^ 1) 

l) 2 z 


不然其结果为 
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—( m - D * ? (n - 1) 

-(m - l) 

) 2 

- (m z -i) 

8 


^n(modp') 

的根数为 （h P - 1) • 

定理 13 二项同余式 

xk ^n(modp ) 9 p^n f 

或无解,或有 （h P- 1> 个不同 的解. 

定义设》为一整数，（〜 h )= 1, 最小的正整数 Z 使 

hi = I (modw) 

者，名为 A 对模的次数，或 A 的次数， modn. 

定理14 若㈣ Hi(mod?i) ，则 Z|wi. 

定义次数为纟-1的数，称为纟的原根.如果0为的一个 
原根，则 

5% Q\ —> Q p ~ 2 

中必无两个互相同余， mod^. 

定义任一整数《， P ^ n , 必有一数 a, 使得 

(mod 夕）， 0 < a 〈 p - 1 

成立. 此 a 称为《的指数， modp. Sa=indg fi 表示，也可简记为《 

= indn, 

如果&为任一数使得 疒 (niodiO ，贝 lj 

teindn(mod 乡- 1 ), 

指数与通常的对数相仿，有如下性质 * 
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(-1) 2 25 

定理 11 (D = (— 1 

( i)= ( - n 

定理12 同余式 



1) inda^=inda+ ind^, (mod 企 -1) , {' 七 ab; 

2) indfll siindfl, (mod 公一 1 ) , 

特别注意，仅当时 indfl 才有意义，此与不定义 logO 相同. 
定义 命^ +n. 若 

x k ^n(modp) 

有解，则称《为纟的〖次剩余，不然则称《为>的〖次非剩余. 

定理15 n 为纟的 /: 次剩余的必要且充分条件为 

Ck ， p- 1 ) | indw. 

定理〗6 m 有原根存在的必要且充分条件为 

m = 2 , 20 ; 

此处纟为奇素数. 

二、题解 


§ 2计算法则 


习题若 n>0, 4n+ 3, 8«十7皆为素数，24^+8 ^ x 
= Af4^8 非素数 • 由此证明以下的关于 Mersenwe 数之 性质： 


23|M lu 47|M 23 , 167|M 83 , 263|M l31 ， 

359|M 17Q ，383|M 191> 479lM 23& , 503|M 2s1# 

证：不难计算，当 $ 为23、47、167、263、359、383、479, 503 
时： 



下面只证明 MlMu, 503|M 261 , 其余同理可证. 
由 Euler 定理 

2炉( 23> 安 1 (mod23) 

- -I 1 


4 $ 



2 22 = 1 (mod23> 

(2 11 + 1 )(2 li - 1 )s 0 (mod23) 

显然 (2 11 +1, 2 11 - 1) = 1 

如果 2 11 + 1 三 0 (mod23 )， 那么 

2 1 x = - 1 (mod23) 

( 2 8 ) z = - 2 (mod23) 

但1，矛盾.故有 

2 11 - 1^0 (mod23) 

即 23 |Mn 

由 Euler 定理 2 <p < 503) = 1 (mod503) 

2 6 02 s 1 (mod503) 

( 2 25 1 + 1 )( 2 2 6 1 - 1 )^0 (mod503) 
显然 （2 251 + 1, 2 251 - 1 ) = 1 
如果 2 251 + 1 三 0 (mod503), 那么 

2 26 x = - 1 (mod503) 

(2 12 8 )^ - 2 (mod503) 

但 （)=-1 ，矛盾 • 故有 

2 2 8 1 - 1 = 0 (mod503) 

即 503|M 281 


§3 互逆定律 

习腰 1 证 （1)=】，01) 
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* 


(一 1) 


3 6 


(i) 


( IO =( g )<- 

- ay - 


2 


<73 


- 1) 去 < 1 


7 - 1 ) 


( 告 ) 


i) a 


(17 - 1)1(5 - 1) 


/ o \ i (5 2 - 1) 

(y I ) 8 - - 1 . 

习鼷 2 证 ( S ):— 1 ， （盖） “ 1 ， （ 


365 

1847 






证 5 (盖） = (靖^) = (—1) .( T ^ i ) 




因为 


( i^oi 


(晶） 

H 〒)(- 

= (香） 


1.0901- l)i(«-l> 


(▲ XT ) (- 1>2 


(1901 


- 1)^(5 - 1) 


(I) 


(晶）=(¥) (- 


^-( 1901 ^ 1)^(13 - 1 ) 


(il) 
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(导 )(_ t 


(i) 


故 


(195 \ 
V 1901/ 


( — 1 ) * 1 • 1 = — 1 


I 


74 

lof 


H!f) 


2 _ 

ToT 




( i ) 


因为 


2 
101 


)(_ 


?(101 * — 1〉= (- 1) “ 75 




37 

ToT 




(io 卜 i> 去 <37- 1) 

I 


(i) 


= 


( S ?) = (!) = (¥) (-1， 1 + 

( I )。 


8 - 1 ) 


故 


(U \ 

\ loi / 


(一 l 


摯 


365 

1847 


因为 


) = (fiif) = Cihi) ' (1547) 

(忐 )= CfOH > i(m7 — n> 


1) 


2 

5 


(― 1 ) 


8 


(5 a - 1) 


(晶 ) = ( W )( -”卜 

I) (8) = 


m 


73 


(- I ) 8 


73 

n 



(— 


去 （73 - 1)4(11- 1> 。。 

2 2 ^ 1 ) 66 


11 


)( - 


j(ll- 1)^(7- 1) 


( 


故 ( /f 么 )= (一 1)*(- i〉。 1 

习 ■ 3 若 P 三 ± 1 或 ± 5 (mod24) ， 则 


若多三±7或 ± ll(mod24), 贝！] 


证 t ( —0 若乡三 土 1 或 ± 5 (mod24) 9 jj 


1 •当 梦安 ± 1 (mo<l24) 时 ，(|) = 1. 
i)p^ 1 (mod24) 时 


p 

p 


P 



p 


ii) 乡 s- 1 (mod24) 时 


P 


)(_ 


i > 


2 


(p - 1 ) -~< 8 - 
2 




6 

P 


(一 1)=1 




2 

P 



P 


• 当夕 s± 5 ( 瓜 od24) 时， (j)=— 




5 (mod24 ) 时 


) = ( 音 )( 一 n | m 卜、（夺 


P 



3 


ii )^= - 5 ( mod 24) 时 


P 


(音） （- 1 ) 2 


l) 各 (a - l) 


2 


= (f) ( ~ 


1 




f 


(}) 


2 

P 



P 


)=i. 


(二） 若声 ± 7 或 ± ll ( mod 24) ， 则 ( J _) = 一 




1 •当 多三土 7 ( mod 24) 时, 
i)p^ 7 < mod 24) 时 





|^- 1 ) 1 ( 3 - 1 ) 



(吾 ) = C 吾 ) C 含) =- 1 

- 7 ( mod 24) 时 

(+)=«)(- ”卜卜 >=( 音) …， 

(含) = (舍)( 1 ) = ~ 11 

W 
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2 •当 p 三 ± ll ( mod 24) 时，(吾) = 一 


i ) 声 ll ( mod 24) 时 

(含 )=( 音 )(~ W U 卜、 /2 


)( - 



p 


ii ) p ^ - ll ( mod24> 时 


) ：= ：— 


( A ) = (i ) (1 


2 


(P - 1) 含 (8 - 1) 


6^ 

P 


2 

P 



参 


§ 9缩系之构造 

习麵 ^< P 9 n ^ kp 2 + 1, $为素数，且 

2^# 丄, 2 n_ 1 ^ 1 ( mod ? i ) 

则《是一素数. 

证* 显然 1. 

i > n 有一素因子=1 ( modi ?). 设 2 对模《的次数为 A 从而有 

2^ = 1 (modrz) • 

因为 2 fc _ 1 (mod«) ， 2 M ^ 1 = 1 (modn) 

所以 d 彳 k , d \ n - 1 

又因为《 =抄 2 +1，所以设〖的标准分解式为 

k = p \ a i***ps 

则有 ^ = ^^1..-^ x s pl , o < 巧， 1 1 或 2. 

因若;=0, d = p / i … p s x s ， 就有 d|i:， 矛盾，从而心又因为 
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2 利 n > 轻 1 ( mod «) 

故有 </|< P ( jj )， PW ( n ). 设《的标准分解式为 

则 中⑻ = 5 i ai_ 1 …《产 - 1 (l - 1 )•..(々-1 ) 

因公 + n ， 故卜1 ，1 < i < f # 所以 

P\Qj~ 1 , 1 <；« 

即《有一素因子巧安1 ( mod )). 

11 )若《 =以 2 + 1 是复合数， 0 为《的一个素因子且 g 由 1 ( mod ^). 
不妨设1, 1 . 此时有整数 m >2 且 《 = gm , 从而幼* 

+ 1 =(吵+ l ) m 9 1 三 m(modiO ，因而得知 m = 冲+ l ，、 

1. 所以 

W= (up+ 1 ) (Pp + 1 ) 

即 kp 2 — uvp 1 + (u + v)p (1〉 

当女 =1 时， （1 )显然不能 成立. 

由 （ 1 ) 有 a + E 0 (則办）， 故“ +吻. 如果卜 2 ,由于舍， 

(1) 显然不能成立，故有此时、^中必有一个 > 2,不 
妨设〃 >2. 如果《= 1，则有 

kp 2 >(p- 1 )p 2 =^p s ~p z <Cp s 
和 uvp 2 + (u + v)p>(p- l)p 2 +p,p = p 3 
故 （1 ) 式不能成立. 

如果2 ， 从而 uv>u + V ， 则有 

kp 2 ^(p~ 1 )p z <p s 

萍口 UVp * f " (tt H ~ V ) p *p — - f - 

故 <1) 式不能成立，即 1<( 分 -1 时， （1) 式仍然不能 成立. 

由 i )、 ii ) 可知， n ^ kp 2 + 1 一定是素数. 

(说明：原题中无吖为素数”这个条件，此条件系柯召教授在 
审稿中给出） 
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第四章多项式之性质 

_、提 要 

定义命 fu 〉 及 sOc ) 为二多项式，0 ,若有一多项 
式 A (幻使 

f(jc) ~ Q(.xyh(^x^ 9 

则称《00整除 fOO , 记为或 

定义若 fk 且 if , 则 f 与 g 仅相差一常数因子 • 纟、《称为相 

结合的多项式 • 

定理1 

1 ) f\U 

2>若 fk , sl *， 则^ 

3) 若 fk ， 则 (a。/, 分别表示 f ， g 的次数 ）• 

定理 2 任给二多项式 fU ) 与 g ( x )， g (幻不恒为零，必有 

二多项式 3( 幻及 r (幻，使得 

f = pg + r , 此处 r= 0 

定义 一 多项式的集合 I ，如适合以下条件，名为一理想集 
合* 

1> 若 M 、 gd ， 则 f + 炉 1 , 

2) 若 fd ， A 为任一多项式，则^^ • 

定理3 任一理想集合中必可找出一多项式纟，使凡此集合 

中的多项式必为 f 的倍式，即该集 合由/ 的诸倍式组成 • 
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定义 命 f 及 g 为二多项式， 如果取形如 Tig 的多项式所成 
的集合（此处 m 、 n 皆为多项式），那么由以上定理可知此为一多 
项式^的^式所成的集合.此式称为 f 、 g 的最大公因式，用（/， 

公）=^表示 • 为保证唯一性，规定（/， g ) 的最高次方系数为 

1 • 

定理 4 ( f , g ) 有如下性质： 

1) 有二多项式 m 及 w ， 使得（/， g ) = mf - i - ng } 

2) 对任二多项式》1及《，必有 （ f ， g ) inf + ng f 

3) 若川， Z | g ， 则 U ( f ， g ). 

定义若 （/， g )« l , 则称 g 互素. 

定理 5 任一多项式皆可分解为不可化多项式的积 • 若相 

结合的多项式算作相同，并不计因子的次序，则此种分解法是唯 
一的. 

定理6设 /( 幻及为两个具有有理系数的多项式，且 
fU ) 不可化 • 若/00 = 0与奴幻= 0有公共根，则必 /( 幻 jg ( x) m 

定理 7 命 f 及 g 皆为最高方次系数是1的多项式： 

f = p 1 a l ... p s a I o 

8- Pi b ^^Ps ^ b v ^ 0 

式中伽是不相等的不可化多项式，且其最髙方次系数为 〗， 则. 

( f ，= 其中 c v = min ( fl v ， 6 v ) • 

定义命 f 、 g 为二多项式，/及 g 皆能整除的多项式名为 f 、 g 
的公倍式.其中次数最低的称为最小公倍式，用 〔 f ， g 〕 表示最 
高方系数为1的最小公倍式. 

定理 8 按定理7的假定， 可得： 

〔 f ， 心， 其中 dv = max(0 v ，& v ) • 

定理 9 二多项式的任一公倍式必为此二多项式的最小公 
倍式的倍式. 

定理10 若 f 、 S 为首一多项式，则 


57 



fg- Cf$ s') • 

定义命 mU ) 为一多项式，若饥(幻|(0)-以幻，则称/(幻 
与容 (幻 对模 mU ) 同余，用 " x ) sg ( x )( modmOf >) 表示 • 

定理11 


1) /<x) = /(^)(modffi(^))j 

2) 若 fU )= gU )( modmU ))， 则 g ( aOE /(: c )( modmOO ), 

3) 若 fOO 三 gOO, g(x) = h(x ) 9 则 fU) = /i(x)(modniOO), 

4) 若 /(jc) 三 gOO, 则 

f(x) Ifiixy^gix) ±g l (x)(modm(x)) i 
f(x)fi(x) =g(x)g i (x)(modm(x)), 

定义对模 mOO 可分多项式为剩余类，每一类中的多项式 
皆对模 moo 同余，属于不同类的多项式必不同余.用0表 m ( A ；) 

所能整除的多项式所成的剩余类 • 

定理12 若饥(幻不可化，则非0剩余类必有其唯一的逆类 

切实而言，命_/4表一非0剩余类，必有一类 S 存在，使 j 、® 中各 

取一多项式 foo 及 g (幻常有如下关系： 


定义 


/(^)g(-^)* 1 (modm(x)). 


组整系数（或整值）多项式，适合以下条件时， 


称为一理想集合： 

1) 若 t 、 g 在此集合中，则 f + g 亦然> 

2) 若 f 在此集合中，而 g 为任一整系数（或整值）多项式，则 te 也 


在此集合中. 

定理13 任一整系数多项式所成的理想集合3中必有有限 
个整系数多项式 fi , …， M 具有如下性质： 2中任一多项式必可 


表为 

f = gifi ^gzfz + … +g fn 

此处 h ， … g , 也是整系数多项式 • 

定义若二多项式 f ( x ) 及 gOO 的对应系数都对模 P 同余，则 
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称此二式对模同余，记为 

f ( x ) = g ( x ) ( modp ) t 

定义 / OO 的最高方系数非々的倍数者，称为此多项式对模 
乡的次数，以表示. 

走理14 

1 ) f ( x ) mf ( x )( modp ') t 

2) 若 f ( at ) 芸 g ( A ：〉， 则 gO ：) 巨/(%) ( mod 》)； 

3) 若芸容(幻， g ( x ) mh ( x ) 9 则 fOO 巨6(；0(01 0 办）, 

4 ) 若 / U ) 巨容⑻， 

fM ± f l ( x )= g ( x ) ± g [ ( X )( modp ) } 

f ( x ) f l ( x ) ^ g ( x ) g l ( x ) ( modp ), 

特别注意* rnf ( xP )( modp) m 

走义命 f ( x )， g (^) 为二多项式，以幻不恒为零， mod 少. 
若有一多项式 》( x ) 使 

f ( x ) mh ( x ) g ( x ) ( modp ) 

则称 g ( x ) 可整除 f ( A 0, modp . 而称 gU ) 为 /( x ) 的因式， modp , 
用以幻 l / U )， modi ) 表示. 如果存在整数 a 使得 

f ( x )^ ag ( x )( modp ) 

则称 if (幻、相结合， modp , 

定义若一 〃次多项式/(幻不能分解为两个低于 7 Z 次的多项式 

的积， mod ^, 则此多项式称为对模 p 的不可化多顼式，或对模多的 
素多项式. 

定理 15 任一多项式必可分解为不可化多项式的积， mo( ^ ; 
舍结合关系及次序外 • 此分解法是唯 一的. 

定理 16 有二多项式 w (; t ) 及 n (；0， 使 

m ( x ) f ( x ) + n ( x ) g ( x ) m ( f ( x ), g ( x )) ( modp ) 

定义右一多项式 f (^) 能被另一个非常数的多项式的平方 
整除， modp , 则称/(%)有重因子， modp . 
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定理 n 有重因子的充分必要条件是 

a ° {(/(%), 1 . 

走理18 若 fin， 则 x - 1无重因子， mo ^. 

定理19 命0，72)=太则 

(x m - 1 , 1 ) = w - 1 • 

定理20 命 （m，W) = c/， 则 

Cx pm ^ 1 - 1, 1 - 1) = 4 _1 - 1. 

定义命少表一素数，^(欠〉为一多项式 • 若 fiQ〉 _ f 2 (幻为 
<P (幻之倍式， modp， 则称 fi 及 f2 对重模纟、炉(幻同余’记为 

f!(jt ： )sf 2 (A ： )(nioddf), <p(x)). 

定理21 设<?(幻对少的次数为〜任一多项式必与下列多项 

式 

a x +a z x+ **• +a xn-i f 0 1 

之一同余， taoddp , < p ( x ). 

定义〜+…+如妨 -1 ， 0 ^ P ~ 1 所表出的个 

多项式，称为重模纟， 巾 (幻的一个完全剩余系， 一 完全剩余系中 

除去 与扒幻 不互素的的，称为重模 h <P(X) 的缩系 • 

定理22 设<?(幻为 w 次不可化多项式， mo#， 则对任一非 

<P(x) 倍式的多项式 f( 幻， mod ^ 恒有 

1 = 1 (mod^, <p ( 欠 ））• 

对任一多项式常有 n 

(f(^))^ n =f(^) ^(^)) • 

特别有 

^ n =^(modd^, < p ( x )) • 

定理 23 任一 《 次不可化多项式一定整除 1 _ 1 ， mod 

P . 

定理24 重模方程 

f(X) = 0 (modd 公， (p(x)) 
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的根的个数，不起过 /( X ) 的次数. 

定理25 x pn ~ 1 - 1不被高于 n 次的不可化多项式所整除， 
mod ^ # 

定理26 若# U) 为次不可化多项式， mod^, 且# U)|# n 
-x (modi>) t 则❿ • 

定理 27 所有 《 次不可化多项式， mod^, 其积等于 


n (广 


TT ^ n/mi - x) 

qi ， g 2 … (modi?) 

n (产 _ 3 一） 


此处01， < h …， 过《的不同素因子. 

定理28 共有 




一 2 p n ^ 
<3 i 



^ yt / qiq 2 

quqi 


- 2 n/qiqQs + 
Q \ f ( lzfQ ^ 


…） 


个 k 次不可化多项式， modi). 

定理29 必有一《次不可化多项式存在. 

定义设 ( fW , ( p ( x ))= 1,若有一多项式 gOO 使 

(g(^))w=/(；f)(moddi), (PW) • 

则/(幻名为 w 次剩余， modd^, q ?( x ). 

定义 若 I 是使 

( f ( x )) 1 = 1 (moddf, < p ( x )) 

成立的最小正整数，则称丨为 fU) 的次数. 

定义如果/的次数 ^ = M - 1，则 fW 名为原根 ,moddf>, 

< P ( x ). 
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二、题 解 


§2唯一分解定理 

习题1 由第.-章之内容试拟若千习题 • 

解： 下面把第一章§ 1至§ 7 中有关整数的一些性质（包栝 
定理和 习题〉 依次序推广到有理系数多项式集合上.这种推广， 
有些在本章 §1 和 2 中可以找到 • 但是为了便于和第一章 S 1 至§ 7 
中有关整数的一些性质相互对照、比较，因而在这里仍把它们写 
出.这种从整数集合到有理系数多项式集合的推广，由下面的习 
题给出 • 它们的证明，与整数情形相同，故此处从略 • 而习题中 
的所有字母，如无特别声明，则均表示以％为变元的有理系数多项 

式* 

练习1 任给二多项式 f 及心 g 不恒为零，则必有二多项式 

g 及 S 使 

f=gg + r ， 此处 r = 0或沒。 

练习 2 若 b 乓 0 ， 0 ， 则 

i ) 若 Ma ， 则 cltf ; 

ii ) 若心 | a ， 则 6 c | ac ， 

则对任意多项式 m 、 《，有 

c\dm + en % 

练习3 若6是的真因式，则 

练习 4 非常数的多项式都可以分解为素多项式的乘积 • 

练习5 任给二多项式 a 及匕则所有形如 am + 的多项式 

成一模.此处模定义为：对加、减自封的一多项式集合* 
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练习 6 证明： 形如 am + fcn 的多项式所成的模，由（心 &) 
的诸倍式组成. 

练习7 多项式（七幻有如下性质： 
i ) 有二多项式 7 w , u , 使 （ a ， b ) = am + bn ， 

H ) 对任二多项式爪，《，必有 （ a ， b )\ am ^ bn % 
iii ) 若 e | fl , 小，贝 6). 

练习 8 若?为素多项式且⑴以，则 

办 I I b, 

练习9 证明： 如果 c 是首1多项式，则 

c{a y b) = (ca 9 cb) • 

练习 10 任一多项式都可分解为不可化多项式的积，若互 
相结合的多项式算作相同，并不计因式顺序，则此种分解法是唯 
一的 • 

练习11 命 f 及 g 都是首1多 项式： 

卜 p ，， a ,， a v 是非负整数, 

~是非负整数. 

式中仏 是不相等的、不可化的首1多项式，则 

(/, g) … p s C S , 此处 c v = min ( a v , & v ) • 

练习 12 如练习 11 的假定，可得 
〔 f ， g 〕= h dl … k 山，此处 dv = max ( ff v , b v ) . 

练习13 证明：二多项式 a 、 的任一公倍式必是它们最小 
公倍式的倍式. 

练习14 证明： 若 fl 、 ^是首1多项式，则 

ab - by . 

用归纳法定义多个多项式的最大公因式及 圾小公 倍式： 

(<Z 1 9 * * ■ , Qf% 〉 = ((a^， …， — 1 ) j dfi ) i 
\ji j, • * * j Gn ~y =« ：〔〔 a ^， …， - 1 〕， a ” 〕 • 

练习 15 命 


63 



0 1 ^ p \ …, Gfi = i ***ps 

其中 办 是首 1 多项式， h 是不相等的、不可化的首1多项式, 
是非负整数，则 


* 

•、 a n) ^ 

p t e i^*ps e\ = min 9 ** 

•， e nv)f 

C«i, - 


p t di*^p s d Sf d v = max ( e!v 9 • 

•*， ^»v) • 

练习 16 

证明下列二式： 


⑷， • 

• _ ， % ) = 

(( a lf a S )j ( 办 + 1 ，…， 

a n )) ; 

〔办 1 ， • 

•_， b n ) = 

〔〔办 1，…，办 5 〕， lHi ， …， b n 

练习17 

若 

***> a n 都是首 1 多项式，则 


(幻， 



遍 

{a z ***dn 9 a i^s* 9 ' a n f … , 0i *_ 

♦咖 - 1 〕 

C ^ I , 

•••， b n D : 

MM ■ - , - 


{a z ^*a n 9 a x a 3 -^a n , ***, 

a \***«»- 1 ) 

练习18 

证明： 

多项式 （ A ， …， ％ ) 是形如 



fliffii + . a n m n 

诸多项式中次数最低的一个. 

练习19 若〜 ，…， 都是首1多项式，则 

〔 fl i ， …， a n D = (a l9 Qz)~ l (cin- i 9 % )~ 1 

(a" 〜， a 3 ) … … ， 办 ）（]>" +1 _ 

练习 2 0 如练习 I 9 的假定，则 

(a ! ，…,％ ) = A … ％〔 ^ ， a z T 1 ^. ^a n - : , a n T l 

Oi ， a 2 , 0 3 〕… 〔〜，•••， a n y - ir + \ 

习题 2 试将理想集合的观念推广到含多个变数的多项式, 

并举例证明定理1、2并不真实. 

解： 设 I 是一 n 元 （ n > 2 ) 多项式所成的集合，如果适合以 
下条件，则称 I 是一个理想 集合： 

i ) 若/ ； g 为 I 中的多项式，则 f + g 也是 I 中的多项式 j 






ii ) 若 / 在 I 中， 力为任 一《 元多项式，则好也在 I 中. 

定理 U 2 指出： 任一理想集合中可以找到一多项式使凡此 

集合中的多项式皆为 f 的倍式，即是说该集合由 f 的所有倍式组 

成. 

设 I 为形如 ㈣ ^+呢的多项式所成的理想集合，其中 

f ^ x 2 + y 2 f g = x l ~ y z 

而扣、《为关于I、2/的任意二元多项式 • 如果I中有一多项式 
d ， 使得I 中任意多项式都是的倍式，那么就有 + 又因 
不可化，因此1或者％ 2 + 1/ 2 . d = % 2 + 〆给出； P 2 +双 2 1 
x 2 - y \ 此不可能， 故“ 1 • 这就是说，I 包有所有关于夂双 
的二元多项式 • 因此对于 x + 2/, 可找到多项式 m〆％ 2/) , ni ( x 9 
y ) ，使得 

x+y = m l (x 9 y) (x z + y 2 ) + n t (x, y) (x 2 - y 2 ) 

显然 x + y 1 i (X ， y) ， 若设 mjx , y) = m l / (x 9 y) (x-\- y) 9 
则 

1 =m/U, y) (x 2 +y 2 )+ ni (x f y)(x-y), 

此乃一恒等式，取？/ = z 就有 

1 == fhi* (x 9 x)2 x 2 9 

从而有 x % \ 1, 

此不可能*因此定理 l . 2 在多元理想中并不 真实. 

§3同余式 

习题1 设 〜、 A 、 各不相同.求一 •二次多项式 f ( Z > 适 

合于 

f (^1 ) ~ j / (^2 ) = ^2 > / (^3 ) = ^3 

并说明其与大衍求一术之 关系. 

解：我们将证明 
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2 ) (x — ^3 ) 
1 — 辽 2 ) (“ I ~ ^3 


) 


i 3 


(A* — ft 3 ) ( AT 

___ _ _ ■ '•■■ - -- - —• • ■ -■ —■ 

( tf 2 — A j (tt 


ffl ) 


+ n { x - a i ){ x - a 1 ) 

3 (fl?3 — flf i ) (Of 3 - 0 ^ 2 ) 

就是合条件的多项式 • 即证明 F (幻="幻. 

因为 /(«i) =^ l = F ( a 1 ) 

f ( a z ) = j3 2 = F ( a 2 ) 

f(« 3 ) = ^3 = F ( 亡 3) 

并且 fU)、FCO 都是二次多项式，故有 

F ( x ) = fix ) 

与大衍求一术的关系如下： 

f(ffl) =i3l, f(«2> =^2> /(«3> =^3 

与 ^=a 1 (modm 1 ) 9 x = a % ( modm z ) , (mod7n 3 ) 

相对应 I 3i、 02、 A 与 A、a 2 、a 3 相对应,而〜、 tf 2 、a 3 又与〜、 
m 2> m 3 相对应 j A、fl； 2 、a 3 各不相同，与…、…、叫两两互素相 

对应> 最后，唯一的多项式 f (幻与唯一•解相 
对应 • 由此看来，此二法“面貌虽不同，原则本无隔” • 

习题2 设化(；0与仏（；0为二不互相结合之不可化多项 

式.命匕(幻及 f 2 U) 为所与之多项式.证明必有一多项式((幻， 
使 

f(x) = f z ( x )( modm 2 ( x )) . 

证：由于 whU) 与 m 2 (x) 既不相结合，又均不可化，故有 ( m i 
00, m 2 00) = 1. 因而，如果设 

I 

Mi(x) = m 1 {x) J M 2 (x) -m^x) 

就一定存在 M/ 00、 M /( x ), 使得 

M l ( x)M x r ( x )= 1 ( modm〆 ％)) 

M z (x)M z f (x)^ 1 (raodm 2 (x)) 
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如果取 f(x)^M 1 (x)M / (x)f r (x) + M z (x)M 2 f (x)f 2 (x) 

(modm l (x)m 2 (x)) 

就有 f(r) = (xXmodm! (j;)) 

f ( x )^ f 2 ( x )( modm 2 ( x)y # 

习鼷 3 试推广以上二习题 . 

解：先推广习题 1 的 结论 . 设 1 ，…， or ， ％ + i 各不相同 , 
如果》次多项式 fOO 适合 

f(&i) - f(a ) = ^ , f(cin + i) = Pn+i 

则 f(x) ^p l ^.{ x ~ a ^( x ~ a s)-(x~a n +i) 

(a 】 flr 2 ) (^ 1 ^ 3 ) *'* (^i ^ + 1) 

+ )3 ( y -gi) ( 义 - O … U_gn+i> 

2 ( ff 2 — ) (^2 ~ ) … (A - 咖 + 1) 

+ ... + p ull ( n t )( n 2 ).“ Qr - 恥 ） 

( fl^n + 1 _ 仅 i ) (flfn + i - flf 2 ) •_. (你 +l — an ) 

这就是 lagrange 插值公式 . 证法与习题 1 同 . 

再推广习题2的 结论. 设饥^幻， …， m (7 i > 为两两不互相 

结合的不可化多项式 . 命厂 ( 幻， …， 为所给的多项式，则 
必有一多项式 f ( 幻，使得 

f(x) = f i (x)(modm l (x)) , — f f(x) = f (x)(modm (x)) 
欲证此点，我们设 

M ( 幻 =77^( 幻 … m (r) … ^m(x)M(x) 

因为 O f U) ， m^x)) = 1 , 1 

所以存在 M/U), …， M f {x ), 使得 

M j (x)M / (x)= 1 (modm 】 (x)> 

M z ( x ) M z f ( x )= 1 (modm 2 (a;)) 

• * * ■♦丨 龕 

M ( x )= 1 (modm (x)) 


只要取 
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f(x)^MiixyM/ + …+ M n (x)M n f (x)fn(x) 

(modM (x)} 

就有 

f(x)=f 1 (x) (modmj (Af)) ， … ， ( 文 ） （modm 〆：>) 

§4 整系数多项式 


习题 1 试将定理 1 推广到》个变数的情况 • 

解： 定理1是关于一元整系数多项式所成理想的 Hilbert 定 

理，即在一理想集合4中必有有限多个整系数多项式 fi ， … ，炻 

具有如下性质： 2中任一多项式 f 必可表为 

■ 

+ *** + 8nfn 

此处 I ，…厂，也是整系数多项式 • . 

打个变数的情况与该定理1完全一样，只需把定理1应用〃次 

便可证明，故此处从略. 

定理1还可写成下面稍强的形式： 

定理1 ' 在一理想集合2中，必有整系数多项式匕， …， 
fl 和一整数 D , 使得乂中任一多项式 f 必可表为 

f=Qfi + … +c ih^ c l + l^ 

其中《是整系数多项式 ， q + 1) 是整数， =«-/ 

1) , 而/是 4中多项式的最高方次系数所成模的生 

成元所对应的多项式的次数. 

证： 1)' 同定理1证明中的 1). 

2) ' 同定理1证明中的2 >• 

3) / 对2中次数</的多项式中4- 1 的系数添加0，作成 

集合，易证 A 成一模 • 设化的生成元 A 所对应的多项式为 

f 2 ( x ) = -1 + •** 

对乂中任何一个次数等 于!- 1的多项式 
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由于故 


f ( X ) = 似卜1 + 


• • • 


f ( x ) - 




是一个次数 < z - 1的整系数多项式.也就是说，存在整数 q 和整 
系数多项式 rQ ), 使得 

f ( x ) xic 2 f 2 ( x ) + r ( x ) 

此处- 1 或 r = ()• 类似地，对/中所有次数 < Z - 1的多项 
式中 W - 2 的系数添加0,作成模 B 2 , 设5 2 的生成元 A 对应的多项 
式为 

f $ M * d z xl-^+ •- 

那么2中任何一个次数等于 Z - 2的多项式 fU > 都可以写成 

f ( x ) - c 9 f z ( x )+ r ( x ) 

此处， r < Z - 2或 r = 0,继续使用此法，便可得到定理 

习蠼2 试将定理1中之整系数多项式换为整值多项式而 

研究其正确性 # 

解：如果把定理1中的整系数多项式换为整值多项式，那么 
结论就不一定成立.为证此点，先证明下面一个引理. 

引理整值多项式所成理想 Z 存在有限基的充分必要条件 
是/中存在有限多个整值多项式 L ，…， f «, 使2中任一整值多 
项式 i 7 总满足 

其中…， ❿也是 整值多项式. 

先证充分性， 

因为 - gif i-g f ) = Q 

所以 F = gj ^ g , f a + a 

式中 a 为整数.易证 Z 中诸整数连同零成为一模.设此模的生成元 
为 fn + 1， 从而0^如+ lfw +1，由于 gw + i 为整数，故 
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•P = 5if 1 + … + 客 + 8n+ifn+i 

此即 4 存在有限基. 

再证必要性.设^ ，…， L 是 Z 的一组有限基， 则/中 任一整 
值多项式 F 都可表示成 

其中 gi， …， g 都是整值多项式. 

不失一般，设 

分。(容 1 f 1 ) 。 ( 容 2 f 2 〉 > … 。 (办/”> 

如果取， （0)p 0,则 

p°F>p°(l ;, -g 1 / 1 )>-*>^ 0 (F-^ 1 fi - g / ?)= 0 

必要性由此得证. 

2中诸整值多项式的首项系数成一集合 B, 此 B 是一 个域. 设若 

F(x) = ^-x n 十 …， ^»(^) = ~x m + ••• 

a c 

是乂中二整值多项式，I、 | 是既约分数，那么，由理想的定义 

w o 

可知 

xm F±x n 0 = (^4) x n + m + ... 

F • ^ • —x n + m + ••• 

a c 

均在 Z 中，即有上 J： -6J3, A* ± eB m 又因 

ct c ct c 

H(x) =c 2 ^^ = + … 

是整值多项式，故 （#- 1)!HOO 是整值多项式，因此 

(d z - 1 )jHF0=：~ /y^ + m + d 2 + ». 
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仍在 2 中，即有上/-纽，所以 B 成一域，从而右只含主理想< 0 ), 

a / c 

< 1 ). 因此 乂中必 含有首1多项式 • 

设 fi ( x)-xl + … 

是乂中一个首1多项式，对2中任一整值多项式 

h 

F(x) = — + …， 

a 1 

当《> /时， 虽然 

F- 1 + … + afrt-l y f i 

是一个次数 < n - 1 的多项式，但是 

g(x) - + …+ an-i 


不一定是整值多项式.例如，《 


1 时， g ( x ) 


a 


-x +a 


a 


(%)+〜• 由第一章提要中定理 2 6 可知， gOO 为整值多项式的 
条件是■^和〜都必须是整数，因此不一定在2中.实际上， 

a 


任意取定/中一个整值多项式 




当时， 虽然 


9°F>d°f F- (+^xn-V 

^ \ ad 




但是同 样也不能断定 

g f ( x ) 


be ’ 

ad f 


+ …+ j 3 n - \ f 


n 



是盤值多项式，因此不一定在乂中.这也就是说，整值 
多项式所成的理想 j 条件 

— — —…一容.产） = 0 

不一定被 满足. 故由引理可知，/不一定存在有限基，即如果把 
定理1中的整系数多项式换为整值多项式后，结论就不一定成 

\ L . 

§ 7 重模同余式 

习題试推广 Euler 函数之 定义. 进而求出其襄示公式 • 

解：设扒幻 对素数 P 的次数为《，任一多项式必与下列多项式 

之一 

A+a 2 z+ … +( 炒 -1，0 <a ^p~ 1 (1) 

同余，显然 ( 1 ) 表俨个多项式，其中任何两个对重模 K <PU) 都 
不同余，且任一多项式必与 （ 1 ) 中某一个同余 modd 夕， <p(；0 .由 
( 1 ) 所表 出的俨 个多项式称为重模 moddp, <P00 的完全剩余系， 
其中与 <PU) 互素者构成重模 moddp，<p (幻的 缩系. 现将 Euler 函 
数的定义作如下 推广： 命中(幻）表重模化 < Pd) 的缩系所含 
多项式的个数，可以得到如下两个定理. 

定理1 当中 U) 为《次不可化时， modp, 则 

0(P ， <PM)=pn 一 1 ( 2 ) 

证： i) 如果 <PU) 不可化， modi ?, 则炉(幻原来也不可化.否 
则， 设平 ( x ) = Ma :)<P)U)， 就有 

< p ( x ) mh ( x )( p f ( x ) (mod 夕） 


这与扒幻为不可化， mod 彡相矛盾. 

ii) 如果9⑴不可化， modp， 由 i) 知 <PU) 原来不可化，此时若少00 
与〜…不互素 〈其中 a 不全为 0) ,则由提要中 
定理6就有 
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<p(x) \ai + a 2 x+ an x^ 1 - ^ 

但故此不可能.由 i ) ii > 可知， （1) 中所表的 P 个多项 
式，除去0外都与 < PU ) 互素，故 

❿ ( P ，( p ( x )) = pn - 1 

k 

定理2 当 < p ( x ) 廷 " f [ (^( AfMmodiO ，其中％(欠）为巧次不 

i = 1 

k 

可化多项式， modf >, 且 2 a i = ： n 时， 

1 = 1 

k 

少（夕, < P ( x ))^ pnf ] ( 1 1_) (3) 

i = l 

证：如果 ViU )， …， VfcU ) 都与〜 + a 2 r + …十 fln W - 1 互素， 
k 

则17%4)也与它互素，故由定理1得 

i = l 

k k 

^<pf < pm ) 二 (公，屮（幻 ）=n <, p a i - 1) 

i = l i = 1 

k 

注意到 « ，立得 

T 二丄 

k k 

0(P f (p(x)) = pnY\ ff (P a i- 1 ) 

i = i i = 1 

(1- 士〉. ，’ 

i = 1 

显然， （ 2 ) 是一般 Euler 函数 < p ⑼=卜 1 的推广，而 （3) 则是一 
般 Euler 函数扒 m ) =mff ( 1 - 的推广 • 



§8 Fermat 定理之推广 


习題试推广第二章中之 Euler 定理 • 

解：命 fiU〉， U00 ， …，> (^) 

为一缩系， modd^ <PU) •由于 fu) 为任一与少(幻互素的多项式， 


因此 

也为一缩系， modd ； p ， <p(A ：)， 故 

yj fAx)m |7 q>(x)) 


即 


( f ⑻〉 


CKfNf (x)> 


屯 (P ， q)(x)) 

11 n f t ix ) 


m 0 (modd 乡 , <p(x)) 

又因为 n & (幻与 vu ) 互素，故有 

卜 1 

1 (modd#, (p(x)) 

此即推广的 Euler 定理 • 

习題设 W 幻及 VOO 都是不可化多项式， modp ， 则 

^(X) m 0 (moddf> ， 屮 00) 

可解之必要且充分之条件为并证若可解则可分解为一 
次因子之积. 

证：设3。# =饥， a> = n. 由题要中定理22知，对任一多项式 
X 恒有 

» X = 0 ( modd ^ VM ) (1) 


而下面的”个多项式 


= ah + tf 玄 2 x + …+ cti n x n ^ 
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其中 0 <%</>- 1 ， 1 , 1 </<fl 

构成重模 p ， P (幻的完全剩余系，故 

X 办 - Xm(X - a') … (X - ap n ) (moddp, (p(x)y 
先证 必要性 8 

若 ^( X)m 0 ( modd ^, tp ( x )) (2) 

可解，那么由前述知道 （2) 必与 （1) 有公共解•设 

X^g(x) (modd^ (p(x)) 

为一公共解，则 

if(X) m (X - g (^)) H 1 ( X ) (moddp, <p(x)) (3) 

X 多 -X^(X - g(x)) Hi (X) (moddp 9 <p(x)) ( 4 〉 

如果 OHX) ， X pn ~X)mi (modp) 

注意到 OKX 、， ~X)s(ip(X) 9 — X) ( mod < p (^)) 

立刻可以推出 OKX) ， X^ n -X)^ 1 ( moddp , <p(x)) 

这就和 （ 3 >、 ( 4 ) 矛盾 • 因此 

OP ( X 、， X 公 - X ) s 1 ( mod ^) 

不成立；结合已知功 ( X ) 关于 X 不可化， mo dh 可得 

i>(X)\X pn ~X(modp) 

再 由定理26得 m |? i . 

再证充分性. 

由 ^( x ) | - jir ( mod ^) 

和定理 20 ( 〆 - x 9 x i ， m ~ x ) = xi ,m -x 

可得 ^P(x)\x^ n ~ x(modp) 

HX)\X pn ^X(modp) 

所以 xP mrp ( X ) H ( X ) (modiO 

~ Xmip(X)H(X)(moddp 9 <p(x)) 

(X-ffi) •*. (X -ap n ) mip(X)H(X)(moddp f q>(x)^ (5) 

因为没 = W — m>1> 故若 （ 2 ) 不可解，则由 （ 5) 就得出， 
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H(X) = 0 ( modd ^, q >(%)) 的解数是 W ，而 梦” 
^ b ° H 9 与定理 24 相矛盾，因此 （2 >—定 可解. 又因为1， … 》 
是重模 h VU ) 的一完全剩余系，故 

^( X ) s ( X -/3 l ) ( X -/3 fc )( modd ^, ( p ( x )} (2'> 

其中 3 i ， …，饰 从 a i ， …， 中取出 • 这就诬明了充分性’ 并 

且也证明了 （ 2 ) 若可解则可分解为一次因子的积 • 

(20 中 = 若不然，则由定理 24 就有 fcO , 再由（5>推 

出重模方程 

ff(X)^ 0 (models, (p{x)) 

的解数 i> n -- w , 与沒 °fl = p - m 矛盾 • 


§9 对模 p 之不可化多项式 

习題 无遗漏地补出下一节 中所略 去的证明. 

解：仿照第三章中关于整数性质的几个定理，容易给出下面 

五个定理的 证期. 

定理 1 / U ) 是二次剩余 moddi>， 少 U) 的充 分必要条件为 


( fix )) 


(P U -1) 


1 (moddp, qp(^)> 


不然则为 


— ( p n - 1) 

2 p— l(modd 梦， q >( x )} 


其中 P 表奇素数，扒幻是 》 次不可化， mod h 


证 t i) 若 f (幻是二次剩余贝 中(幻 ，那么存在使 


得 


(g(x)) 2 =f(x)(moddp 9 <p(x)) 


从而 


( f ( x))^ (pn n m ( g ( x)) P 


=1 (moddp^(x)) 


必要性由此得证*再证充分性 • 在重模 h 缩系中的灸次 
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多项式 a= 0, 1 ，…， n- 1) 首项系数为 1, 2， …， - 1) 


的共有 




P n -1 

F— 1 




2 


(P n 


) 


个，记为 
现在证明 


⑽， M 幻， ㈣ 


fl Z ( x ) 9 f t 2 ( x )， 




给出重模化扒幻的全部二次剩余.设 / U ) 是一个二次剩余 modd ，, 
< PM f 则存在尽(幻，俾得 

f(x)^(g(x)) z m( - g(x)) 2 (modd 夕， q>(x)) 9 


如果 gU) 的首项系数在1和^幼- 1) 之间，则以00) 2 在（1) 


中，如果以”的首项系数大于 1) ，则 <_ gOO) 的首项 


系数在1和+ ( P- 1> 之间， 因此 （-goo ) 2 在（1>中•所 

以 /( 幻必与 （ 1 ) 中某一个同余 •（ 1 )中任何两个都不同余，否则 
有 


fi z ( x ) = fj z ( x )( moddp 9 < p ( x )) 9 1 





即 < P ( x )\ ( fXx ) - f ( x )) ( f L ( x ) + f ( x))(modpy 

再由 VU) 为 -w 次不可化多项式， modp 可得 

<PM \ f,M - fj ( x ) ( modp ) 

或 < p ( x)\f ( x)+f ( x ) ( modp ). 

如果 < P ( x )\ fXx)-f ( x ) (mod 岁） 
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成立，即是说 f (幻巨 （U)Onodc^, ( p ( x )) 成立， 此与前设 A (幻， 
/jU) 都在缩系中矛盾.若有 

< p ( x ) I f ( x ) + f ( x ) ( modp ) 

则存在 m(x ), 使得 

f ( x ) + f ( x ) mm ( x ) q )( x ) ( modp ) 

但是因此 

m ( x ) = 0 ( modp ) 

故 fXx ) + f ( x)m 0 ( modp ) . ( 2 > 

若用分别记 f 和 f 的首项系数,那么当 a*7>a7 或或 
a°f ：= a°f 时 ,（ 2 ) 分别给立夕 k 或洲 《 或 k + 但此三种情形都 
与 

1-^a: 名去•(梦 — 1〉 ， 1 舍(岁 — 1〉 

相矛盾.故 （ 1 ) 中任何两个都不同余. 

另一方面，由提要中定理24可知同余方程 

— 1) 

X 2 m 1 (modd 夕， < p ( x )) ( 3 ) 

的解数 1) ,因此 （1) 给出 （3) 的全部解.故若 

— 1) 

Cf ( x )) 2 m 1 ( moddp 9 ( p ( x )) 

则 fu) 定是一个二次剩余 moddp, < p ( x ). 充分性由此得证. 
ii) 因为 




(ptl _ 1 〉 


1 


/ 


x 

^ _h 


~ 1 ) 


(modp) 


故若 


< P ( x )^( f ( x ))^ iPn ^ 1) - 1 ( modp ) 


9 
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^L(pTl *- J) 

则一定有 I (f(x)) 2 _f 1 (mod?), 

~ l) 

即 (f(x)) 2 = - 1 (model 夕， (p(x )). 

定理 2 若 fU) 对重模 h 扒 x) 的次数为〖，则 / 丨俨 -1. 

证： 如果 /+M - 1 ， 可设 ^ 一 1 = g/ + r, 1 <r</ - 1 • 

因为 

r - 1 r ql + r I q r 

(f(r)) ^ (f (x)) 巨 〔(/ ^x)) 〕 • (f(x)) (mod 办， <p(x) ) 

p n - i i 4 

且 (f(x)) m (f(x )) = 1 (moddp 9 <p(x)) 

故有 （ fU )/ 巨 1 (modd》，<PU))， 这与〖最小矛盾，故 

l\P n - 1 . 

定理 3 次数为 /的互 不同余的多项式的个 数为少 (^)，此处 

少 (Z) 为 Euler 函数 . 

证： 先证 O ( Z ) 的若干性质，再证少</)就是 Euki ■函数. 
i ) 若 （ L , 4)= 1，则中 (/ 山 ）=0 …）少(/ 2 ). 命幻 U )， h (幻的 
次数为 h 、 MWhU ) 的次数为!，则 

1 ^(h 1 (x)h 2 (x)) U2 = Cni(x)) Uz (moddp 9 (p(x)') 

由定理 2 得， MW . 但 （ M, / 2 )= 1, 故 /. 同法/ 2 |/，故 
/=/ 山，即 MWhU) 的次数为 i 山 . 所以，如有一多项式心（欠） 
其次数为另一多项式心（幻其次数为则可做出一多项式 
h(x)l h (x) ， 其次数为 / 山 . 今证： 

若非 h l (x)^h l / (x) 9 h 2 (x)^h/(x)(moddp 9 (p(x)) 

则 h l (x)h 2 (x) (x)h z f (x)(moddp 9 (p(x)) 

不成立 . 这是因为，如果 

h l (x)h 1 (x)=h 1 / (x)h 2 / (x)(moddp 9 <p(x)) 

则 

htixyh^ {x) - i mh z (x) - 1 (x)(moddp t <p(x)) 

但的次数 IU ， U)/« 2 00- i 的次数 |/ 2 ，故必有 
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h l ( x ) h i / ( x ) - i ( x ) h 2 (^ r ) - 1 = 1 ( modd 扒 q >( x )) 

而这与假设矛盾.反之，若有一多项式奴 W ， 其次数是〖山，（~， 
l 2 )= 1 ,则有 ft〆 ；!：）= A ( 幻“， M 幻=^幻 ll ，其次数各为〖1、 L ， 

故得 

^(/ r )< j &(/ 2 )=0(/ 1 ； 2 ) 

ii ) 设;=妒， g 为素数，则由§8习題知道 

X qt - 1 = 0 (瓜 odd 岁， tp ( x ) y 的解数为? * ，若 x 适合此 

式而次数非0 ,则必适合 

X 9 1 - 1 = 0 ( moddp 9 < p (:)) 

此式的解数为妒 - 1 ，故 

0( 妒 ) = 5* 

由 i )、 ii ) 便知少 ( Z ) 为 Euler 函数 • 

定理 4 若 K 幻是一原根，则 （ fOO ) v ， v = 1，2， …， ， 

-1表示所有非零的、互不同余的多项式 （moddh ( pM ) # 

证：若有正整数 r、S 1 < r < s^pn - 1,使得 

(f(x))^m(f(x))r(moddp 9 q>(x)} 

成立，那么就有 

( fW)^-rm 1 ( moddp 9 ( p ( x )') 

由于 f (幻是原根，不可能推出俨 - 1 U-t 

定理 5 


n(x - fvW) 

V 




n(x 

Q 


iP n - l)/q 


一 1) 


na 


( p n - l )/ qq \ 


TT (x ( pn — 1)/M 啪 _ 1) 




Cmoddp 9 < p ( r )> • 
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此处 fv ( AT ) 过所有原根，17过0« - 1的所有素因子❼过 

q q,qi 

f - 1 的所有素因子对 g 、 且等等 • 

证： 0上式左、右两边可看成关于 X 的首项系数为1的多项 

式. 

ii ) 由于原根的个数是- 1) ，故左边的次数为少(俨一 1); 
再由逐步淘汰法则可知，右边的次数也为0(纟《 _ 1 ) • 

iii ) 当 X 芸 f v ( jr ) 时，左边匡0 !而由 ( fvM )^ ~ 1 m 1 又可知 
右边巨 0 (moddp f <p(x)) 0 

由 i) 、 ii )、 iii ) 可知，该式子成立 • 


10 原根 


习题证明所有的非零的互不同余的多项式之乘积巨— 
(moddp f <p(x)) # 


证 * 设 fi(x) f f z (x) 9 


，如 ~ 1 ( x ) 


为重模 h 的一缩系，显然此缩系给出所有的非零的互不同 

余的多项式 （ modd /?， (p(x)) ,并且是重模方程 


f?n_ 

X 

的全部解，故有 

x pn _ l 


-1 = 0 (moddp 9 <p(x>) 


取 X 巨0，就得到 


1 (: v ))( modd ^,< p ( r )) 


(一 


pn— 1 


又因为 2 ipn — 1 ,故 


f i(x) … fpn- 1 (x)(moddp 9 p(x)) 


- 1 = fi(x)-^fp n ^ i (x)(moddp 9 ip(x)) 
这就证明了本习题的结论 • 


I 





第五章素数分布之概况 


一 、提 要 


定义设 n 过正整数趋向无穷 (或% 为一连续变数趋向无穷)， 
设扒《)(或 < PU )) 为《 (或幻的正值函数， f ( n )( 或 f (幻〉为任一函 
数. 若有一与《 (或幻无关的数乂， 使⑴ <4?，则记为或者 

’ = 0(< p ). 

定义 若 lim ^；=0， 则记为 f = o (< P )* 

w^oo<P(w) 


定义 若 lim 


f(n) 

<P(n) 


，则记为 f 〜％ 


定理 1 2上 = logx + y + 0( 丄)，其中 V 是 Euler 常数 • 

71-1 

命 

1 叫3 (]*厂 + !二)為 


定理2 


则 


定理 3 


li ^ 


logx 


( He 6 bmeB 〉 命龙 (％)表不大于 x 的素数的个数，则 


\ogx 




logx 


定理4 素数的个数无限，即 aU ) 与^同趋向无穷 • 
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定理 5 ( Euler ) 假定 /(«> 为一函数，对所有的正整数 n , 
f <») 的值确定且不恆等于0,并且 （ n , = 1时， f(nnO = 

00 

Vf ( n ) ^ Y ]( 1 O ⑼+汾” +…）. 

^ = 1 P 

此等式成立的条件为： 

O0 

( i ) 假定2丨/(«)|收敛， 

n = 1 

或 

( ii ) 假定 fl ( 1 + 1/(^) I + |/(^ 2 )| +•••) 收敛. 

P 

如果满足 f (⑽'）= /(«)/( 〆 ），则 



n = i 

■ y 1 - npy 

定理 6 

级数2 \ 
p y 

发散， p 过所有素数. 

走理 7 

1 J (1 ■ j 

P F 

) 发散于零， P 过所有素数 

定理 8 

lim ，： 0. 

n >oo n 

定理 9 

当 2 时， 



善 <—<12. 

8 n 
logn 

定理〗0 对任一实数 X >1， 在 A ： 及之间必有一素数. 

定理11 若时， / U ) 是一递增非负函数，则当时有 

2 f( n ) ^ dx <f(4) # 

J a 
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定理 12 设时， fu ) 是一递减非负函数，则极 K 

lim ( 2 ’ ⑷ - \^ Mdx 

存在，且若: t -> co 时 f ( x )—0, 则 
2 f(n) - ^f(x)dx - a </(S- 1 ), 


1) 


a «| 


定理 13 当 4>1 时，存在常数 C ， 使 


2 


' og ^ 

丁 


log 4 


< C . 


定理14 


定理15 


当时，存在常数 C , 使 

I^loglog^ + C+O^g). 

当层>2时，存在常数 C ， 使 

C ' 


2 


n ( 


1 


P 分 


log ^ 





m 


定义命 n 为一正整数， ®( w ) 表 n 的不同素因子的个数 
(») 表 w 的全部素因子个数，即若 

n = pi ai ^*ps 0,9 


f 


Q 


则 


o ( n ) - S f Q ( n ) 


十… + 0 




定理 16 


2 >(«) = xloglogx+c x x + o(x} 
n^x 


2 Q ( n > 

n^x 




xloglogx^ c z x+ o(x) m 


其中 q 、 q 为正常数* 

定理 17 


B 4 


0 ( n) 〜 loglogtt 



n)loglogn^ 

定理 18 有一实数 a 存在， 如命 

2^ = 0^，…，2〜二 flr ? z + 卜 ... 

则 On〕 常为一素数. 

定理 19 命1，形如1的素数有无限多个 • 
定理 20 若《为 ( 的真因子，则对非 ±1 的整数 A ： 恆有 

0 n " 19 5^4 ) 卜 


二、题 解 

§4素数之个数无限 

习题 1 证明形如6 «- 1之素数无限 • 

证： 若形如6«- 1的素数只有有限多个，设为 P 2 , …, 

Pm . 

令 汉= epiPz ^- tm - 1. 显然 iv 是形如 6W- 1的整数> 如 
果 iV 是素数，就与形如 6”- 1的素数只有^，…， Pm 相矛盾 • 
如果 A T 是复合数，则一定有形如6 n- 1的素因子存在， 因若 N 的 
素因子全为形如6 «+ 1的数，则 W 必是形如1 的数. 设此 
形如 6«- 1的素因子为舍，由假定办是》1，…， Pm 中的一个， 
但扣七 W ( 1 </<m ) ,与剡 iV 矛盾. 这就证明了形如 6 n - 1 
的素数无限. 


习題2 证明形如4 n- 1之素数无限 • 

证：设 h， …， Pm 为形如 4fl- 1的素数 • 

令 N = A ••• pm - 1 

显然，〜定冇形如 4rt- 1的素因子 h 若不然，就和1 


逢5 



(mod 4) 矛盾. 而 P 不与 h ， …， ^中任何一个相同，故形如 
4 n- 1 的素 数无限 • 

—I as « 宂 2 _ TT 夕 2 

习题 3 

证： 设显然收敛且对任意正整数 n ，Y， 

71 n = i * 

都有 /(mi ，） = f ( n ) f ( n , ) 9 故由提要中定理 5 Euler 恒等式 



又因为 

故 



§7 Bertrand 假设 



试用微积分方法计算 


2 



<(2n) 


1 


成立之界限 • 

解： 把 （ 1)式左右连取两次自空对数得 

ln2 + lnw + lnln2<Cln3 + in (\/加 + 1〉+ lnl n 2w’ 

显然， （ 1 ) 、 （ 2 ) 成立的界限是相同的•下面就来计算 


( 2 ) 

( 2 ) 


成立的界限 • _ 

设 f ⑻= ln3 + In (V获 + U + lnU2x - ln2 - lnx - ln \ n 2 


H 


则” = tXArJtX + 1 C ^2 X - \ 
当尤 >4 时， ln 2 A ：>2, 从而 


2x+ ^/2x 



x\n2x 


<i 



9 


故尸 （幻 <()• 此即当时，函数 f ( x ) 单调 减少. 又因为 

/(467)>0, /(468 X 0 
且 f ( D >0, f (2)>0, /^3)>0 

所以（ 2 )成立的界限，亦即 （1) 成立的界限是 

1 


§8以积分来估计和之数值 


习题1 设是整数，在 


2 « 


迄 A + 1 

ITT + 0( ^ A > 


中多求一项，即当时，定出 c 使 


2 ” A= 
解：设 

<p(o = 2 n， 

I 

在一（在 




入+ 


+ Ci x + O (4 A _ 1 




入 + 


一 1 〉） 


A 


+ 


- d ) 


x 


+ 




4 a 


入+1 






从 
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I 


2 

1 «奩 




入 + 


0 U k ) 


知道存在正数使得 

\< p (0\< M k 9 


此即 <? (忌)与忌 A 同阶，且 （ l ) 可写成 

qj ( 4 ) = + <p x ( 4 ) $ 

其中 C 为非零常数，（3^(4〉至多与 


( 2 ) 


(1，） 

同阶.显然 C 满足 


C < A 9 因若或那么当 g 耷分大时就有 


或 


( P ^)<- M K 9 
< pa )> Ag x , 


但这两个不等式都与 ( 2 ) 相矛盾 • 从 ( 10 立得 


2 


X 


4入 


入+ 


+cg K + o(i 


其中 C 在-之间.下面再用“面积原理”定出 C 在了和1 g 
间，即证明 


<C<U 


为证此点，只需证明 


2 


4 a «p(^)<1 


即可_函数/(夂) 


当 


入>1时是下凸函数，如图所 
示： 若用 s 表示面积，则从上图可以看出 



( 2 r ) 


2 

2< n <4 


SQabcd + 5qefcc + #i * + SQhrst 


8 i 




f ^ x x dx + S 


入 BU 


s 


EFB 


s 


HRV 


并且 


S 1^J ^ Sa abu 


: A -1 A 


^ EFB ^ = 飞 


3 A — 2 


A 


^"hIv ^ SAhrV=~|~ (在 A — (在 —1)A 
把 (4) 代入 （3> 得 

2 nX > [/ A dx+ i ( 2X -i A ) + 


A 


2 


-2 A ) 


(y - (^-1) 


i k 




i x 


1 


X + 


从而 2 nA ^ 


i k 


1 ^ 


1 


入 + 


2 


A 


0 


X+l + j + 2 "K+i 



A 




2 


此即 


< P (^) > 


i K 


2 


另一方面，从上图还可得到 

2 1 CD + S[]bf j GC 


^□VR 1ST + SQ RijS 



A 


< I x dx + S 


RijS 


1 


K + 






此即 


<P (^) <4 


A 


(G) 


由 （5) 和 （6) 即得 (20 • 这样就证明了 


2 « 


A 


在久 4 

X + 


C4 a + 0 


A- 


其中常数 c 合条件 


习題 2 引用定理 1 以研究和 

--■ , 4 ■ L 

xp I t 

2 j 

th 下面将证明 

loglogn = 41° gl ° g ^ — li4 + C + 0 ( loglogS ) 


其中 


li ^ = 


1X(K 


V 


J i + u / l °g^ 

: . 

dx 


c= um 0 (fr + r 1+ ”） ☆一 3iogiog3 

rj.O ' J 


设 


f (X) ^ loglog 尤 


显然 X >3 时，它非负单调增加.由定理1 (即提要中定理 U ) 有 


因为 


2 f(n) _ 1 <f (4) 

2 f{n) ^ 2 loglogn 

I (x) dx= j hoglogxdx » . : . 


( 1 ) 



XlOglOg^g- j 3 f^ 


= gloglog 在 -3loglog3-liS+ lim ( f 1 

t }+ o V J o 

且 f (^) = loglog ^ 

故把上 M 诸等 式代入 （1 ) 即得所证， 

习腰 3 证明当 ^2 时 


n 


+ 



n 



2 —^—ylog^ + C.+O^^V 


i ^ n <4 


证：由于 2 2 L °i 


log « 


故只需证明 


即可.设 


2 

j < 沒夂4 


/⑺ 


/ 

logTI 


n 


log 2 4 + Ci +0( 今夸 ) 


logx 


X 


当时 f ( x ) 非负递减且 = o 

x^co 


由提要中定理 12 可得 



la «$ 


fin ) - f V ( X ) 



</(4 一 1) 


1) 


其中 0<«< f (2), f (2) = ¥ ，= 

M | 

因为 


- 1 


log « 




]>幻 


M ㈤ 


J ^log^Jlog^ 





I 1 

=~ log 2 ^ = ylog 2 ^ - ylog 2 2 

^ ,, log (| -1) j lOgg 

且 3 不!一 / 卷 _ 1 

即任给 C > o , 当€充分大时有 

嘴手<(1 +々 

把以上诸式代入 （1) 可得 

! 2 ~^r- j [ogi ^ ^-\ [ogi2 ~ a <(1+c) %^ 

此即 2 ^=1 10 ^ + ^ +0 (¥) 

2 冬 n <4 

■ 

其中 C j = — _ 2 _ log 2 2. 

习匾 4 证明当 4>2 时 

2 nifer = loglorf++0 (irir ) - 

证：设 f( x ) = 

Jc>2 时， f ⑷非负递减且 i im f ⑻ = 0 . 由定理 12 得 

X+OO 

2 f ( n )- \ l J ( x ) dx-a ⑴ 

， 

其中 0<a<f(2>, f(2) = _2log2 ’ f (I - 1) - lXlo&(| -1) 

因为 2 f ( n ) = 2 nlogn 

a^n<4 2^n< I 

fl 





f (x) dx 


2 xlogx 


dx 


r 




log logy 


lpglog4*loglog2 


且 


t ： m __ 

卜 oo (€ - 1) log (4^ 1) 


41 og 4 


即任给 e >0, 当 4 充分大时有 




Clog 4 


把以上诸式代入 （1) 可得 


D nlogn — lo S lo g^ + Ioglog2- or [ < (1 + e) 

2< r L <? B I 

2 為 ^ = 10gl0g “ C2+0 (SoW )， 


其中 


C 2 ^a- loglog2 # 


§9 qedameB 定理之推论 

习■彳设〜表示第 n 个素数，则存在正常数 q 、 

^ inlogn<^pn <C 2 nlogn. 

®* 当》> 2 时，由提要中定理9得 

+ •1^<龙⑻<12.点 

换 n 为 P , 有 

1 P } 4 f n 

不等式 （ 1 ) 左边给出 


Pn^Snlogp 



两边取对数得 



log 企 n<log8n + loglog^n 

(3) 

x 1 

又当 jc>1 时， logx<y ， loglog^n < -^logp 9 

因此由 （ 3) 

得 

^•log f^ t < log8« 

' 

— ■ 

苒由 （ 2 ) 有 

log^ i <2lg8n<8log» 

(4) 

f>n<8nlogf>H<64nlogn 

而不等式 （1 > 右边给出 



p > h n[o ^ > r 2 nlogn 

(5) 


(4>、 （5) 并起来即得 


1 

o g »0 rt < 6 4 o gti • 

习 眶2 存在正常数 C , 使 


<p(n)> C 


loglogn 


(n>3) 


i £ i 因为 


故 


<p(B) = n ff ( 

p\n x 
<p(n) 


loglogn 


< 


<p(n) 


f[(l - +)loglogn FF (1 一含 )loglogn 


( 1 ) 


由提要中定理 I 5 , 存在常数使得 


n (1 

P<n 

loglogn J] 

p<n 


~i) = 


logn 


0 0 ^) 
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叉当时 

loglogw 

logn 


< 


2 


因此 


loglogn 77 

p^n 


< 


1 


loglogn 
log 2 n 、 2log3 


1 


0 ( 1 ) 


而 loglogn fj ( i - 〉 0 , ( n >3) 

p<n 、 V ’ 

故可找到两个正常数 c 、 c 2 ，使得 



把 （ 2 ) 代入 （1 ) 有 

V - 

习题3 试证无穷级数 



2 


p ( loglogp)h 


当 a > i 时收敛，当/时发散 • 此处2表示通过所有 素数. 

(一）先证级数 p 


证 : 


2 


n = ce^3 « lo g«(loglog) 

当 A >1 时收敛，当 A <1 时发散 • 
i ) 当时 


h 


j 




dx 


e# ^logx(loglgox) ft 1 


1 r 

Hoc 


Ooglogx) 


(h- 1 ) logs 


f 


， K>\ 

h<l 


作 
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ii) 当 If 


dx 


dx 


x\ogx(\og\ogx) 


h 


e a Xlogx (\og\ogX) 


+ °° ^ (loglog^) — 

e3 loglog^ = 

从而由积分判定法可知级数 


2 


[iogloglog^] 




ten 


n\ogn(log\ogn) h 


当 ^ >1 时收敛，当时发散， 
( 二）再证级数 




(loglogp )h 


当时收敛，当时发散 . 
i) 当 ^ >1 时 

由习题 1 有 r>^nlog?i. 又因 — N>loglog?i ， 故有 


< 


12 


(loglog^n ) fl ^ nlogn(loglogn)h 


9 


由（一），级数 2 $ (loglog^ )fe _ 收敛 

Ti 二 1 

ii) 当 0<A<1 时 

由 3 题 1 有 log 》 <8logn ， ioglogp ^<log8 + loglogw 
且 N <64nlogw 、 


故 


(loglogp ) h ^Qinlogn (loglagn + logg) h 


田于 


nlogn (loglogn + iog8)^ «loj;»(loglog») h 


且（一）指出级数 


H 



发散，故级数 


发散. 

iii) 当方<0时 


2 


c 内 


nlogn(loglogn)^ 


2 


Pudoglogp )h 


由于 

故从级数 


P Cloglog/> )h 


> 


Pi 


2 


Pn 


的发散性，可知级数 


2 


^ .(loglog^ )h 


发散.注意到 


2 


P 


p(loglogp)h 


2 


J ^.(Iogipgf> )n 


由 


—— * 


) 、（二）即得所证. 


§ 11表素数之函数 

.■- ■ 

习題1班明并无一个非常数的整系数多项式/(幻，能对任 
—整数《， /(«) 常为素数. 

证》如若不然，可设 

f ( 各〉 = a 0 + a〆 + ••• + a m ^r0 
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为一非常数的整系数多项式，且对任一的整数 n ， / (的 常为素数_ 

H 

此时显然有±1,否则0、±1都是素数《 

i) 当<2。=扒 P 为素数时，由于 

a^x + a z x z + + amx m 

最多只有 m 个整数根，故在序列 * 

{ aip s + ••• + amp ^ } ,5=1, 2, ••• 

中，必然有$=凡，使得 

diP ^ + ." + etmP m ^ #0 
f(p^) ~p + a k p K + … + amp mK 
=p(l + Gi ~ 1 + … + 

故有 P\f ( P K ) 9 且 f ( f K 〉=^， 

此与 fOO 常为素数 矛盾. 

ii) 当…扒，及 h ， …， 扒为素 数时，取就有 

f ( n ) = f (a 0 ) = 这。 + + "• + ama 0 m 

=(1 + tii + *** + Om0o m ^ 1 ) 

从而朽 lf(»)，(K*<0, 此也与 f ⑻常为素数矛盾•由 i> 、 ir ) 
可知，并无一个非常数的整系数多项式 f( x )， 能对任一整数”， 
"n) 常为素数， 

习题，命 P(:i， 々，•••，托〉表一整系数多项$•命 

■ 

f(fl) = P(«, 2 n ，…， 妙） • 

若当 n~>oo 时， f ( n )-* oo t 则 fOO 代表无穷个复合数 • 

证* 设 

m 

P(x M x 2 , *•*, 外)= 欠 2 ，…，初 

i =o 

其中 Pi 表 t •次齐次多项式.下面对 m 行归纳法以证明本题的绪论 • 
当 m= 1时 

Pix l9 x i9 •••, X0 = P ( i + P l (X l9 x 19 — , x k ) 

设 Pi ( x l9 x lf x k )^ a l x l ^ d 1 x 1 ^-^ a k x k 
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则 P ( n ， 2«，…』 ） =户。+〜《 + “ 2 2”+…并 瓦因为 
n — oD 时 od ， 故 f ( n ) 可表无穷多个整数且存在正整数当 
时，是递增的，即 

f(^0<f (*/V + 1 〉 <f(iV+.2) 〈… < “. ( 1 ) 

如果 n = A T 时， f ( N ) = q ， g 为素数 • 不失一般，可设 

(^i » Q ) ~ (^1 ，3) = 1 

于是存在正整数 r 使得 

a x r= 1 ( mod ^) 

■ j •■ 

-■ 4 - 

设 ？r = / ( r (5~ 1)( P 。 + … +a )) 

那么序列 

{办+句}， s = 0， i ， 2， … 

中至少有一个复 合数. 如若不然，由 

办=尸 0 + ffir ( g -1)( P 。+ a 2 + …+ %)十 
+ 1)<p ° + a *> + … + 啡 k r{q ^ 1)(P ° + … + a fc > 

=Po 一 （ P。+ 02 + … + fl rx： ) + a z + …+ 

■* I 

0( modg ), 

- . • • ■ ■ 

可得 0( mod ^) " i5 

再因为知 + sp 为素数，就得办 + 叫==$，与 （ 1 ) 相矛盾 • 这证明，对于 
充分大解， 如果/( V )为素数，则一定有 7!> W 使得 f ( tl ) 为复合 
数.由于 /(«) 可表无穷多个整数，因此也就可表无穷多个复合 

数導故当饥=1时 

P ( n , 2 n , kn ) 

可表无穷多个复 合数. 归纳假定时结论 成立. 那么，当 
+ 1时，由于 


P/ XI ( X ^ X 2 -^ X ；) 

的次数 <(，因而归纳假定保证 

P^(n, 2 n , kn ) 
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可表无穷多个复合数.设是任一可经 

O 2 7 ,…，左 n > 

表出的一个复合数，即存在正整 数心使 

O 2 ’，…， ^)-^=0, 

^29 ***> _ 及％1 

由 F ^ = p ^(^,, X k )-R^0 

有解 (《，2 n ，…， P )， 可知 

F = P(x !, x 29 *'*x ；) — Rx j 

有解 (n ， 2 n ， …, Jt ”， 此即对任一确定的 R, 可找到”，使 

JP(n ， 2 ， … ， k n ) = Rn, 

再由归纳假定知道及有无穷多个，故当讲=^ + 1时， 

P (打，2 ，… D 


可表无穷多个复 合数. 

§12等差级数中之素数问题 

习醒有无穷个形如狀+5之素数， 

证：如果形如胙+5的素数不是无穷个而是有限个，设为 

Plf Plf Pi 

则 N = 5( mod 8) 

设《为况的任一素因子，那么由 


(负 1?2*"夕汶） 2 三— 4( niod ^) 



知道 9 s 1 ( mod 4)， 从而可知 

汉的任一素因子三1或 5< mod 8> 

下面证明 N 至少有一素因子企 s 5 ( mod 8)， 否则，由 W 的素因子 



都 ^ 1 ( mcdg )， 就有 


这与 

相矛盾，而纟与 pi ，• 
+ 5的素数只有 •• 

个* 


A = l(mod8) 

^ = 5(mod8) 

•, k 中任何一个都不相同，这又与形如 8 n 
P 相矛盾 •故 形如 8 « + e 的素数有无穷多 


1C1 





第六章数论菡数 

一 、提 要 


定义 

函数. 


对任一正整数 n ， 都有一定数值的函数 /(«) 称为数论 


定义若数论函数 /( 幻对于1 ，有 = 

则称 f ( n ) 为积性函数> 若不论有无 U ， 0= 1 ,都有 = 
f(b )， 则称 《 n) 为完全积性函数 . 


例1 函数 


4(n) 


1，若《 = 

0,若吟 


是一完全积性函数* 


例2 


数 


五入 (n) = n 


X 


是一完全积性函数* 

例3 JVf 6 bius 函数 




若《 


! t iy ’ sr 个溫 平数方的所积整除 


是一积性函数，但不是完全积性函数 • 

例 4 Euler 函数 tp ( n ) 是一积性函数，但不是完全积性函数 • 

例5除数函数 
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d(n ) ， 2 1 

a t rt 

是积性函数，但不是完全积性函数 • 一般的， 

a 入⑷ = 2# 

din 

也是一积性函数.显然 〜（《) = #„)• -■ 

例 6 Von Mangoldt 函数 

A(r0 flogp， 若《为素数 p 的正乘方 

W ， 不然 

是一非积性函数 . - 

例7命咖)表'= A： 2 +〆的解数，那么 j r ⑻是积性函数， 
但不是完全积性函数. 

定理1若 〖( n ) 是一非恒等于零的积性函数，则 



此处 i ? 过的不同的素因子. 

定理2命以幻表一非恒等于零的完全积性函数，又《。是一 
正整数 • 若对所有？1<〜，常有 

发⑻ = 2 _ (吾） 

a { n \ 

则对此《也有 

/(«) = 2 

an \ / 

反过来也是成立的《 

定义若 g ( n )= 2 ^>=2 ^(1) 

ctin din V / 



则 g ( n ) 称为 f ( n ) 的 Mdbius 变换，而 f ⑷称为 g ⑷的 Mdbius 逆变换 • 


定理3 

9>(n) = « 2 

tl u 

H ( d ) 

d 

定理4 

— h 

d ( mn )< d ( m ) d ( n ) 9 

定理5 

对任一 O >0, 

都有 


( f ( n ) = )• 

o 中常数只与 e 有关. 

定理 6 若 1 ，则 

2 d(n) = ^\og^+ (2y- 1 )5 + 0(^/5 ) 

此处 y 是 Euler 常数 • 

定义若有一正整数组，其中不大于 X 的个数 W (幻适合 


lim 



N(x) 



则此组数出现的概率 记为心 

定义一正整数若不能被素數平方整除,则称它为无平方因 

子. 

定理7 不超过^的无平方因子数的个数为 

~iX + 0(V x ) 


由此可知无平方因子数出现的概率为; 


定义 



6{n) = 乂⑻ 

a\n 


若 2 l » 
若 
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定理 8 同余式 


的解数 ^(71) 等于 


- 1 ( modn ) 



定理 9 命 r(n) 表方程 

X 1 +y z 

的整数解么&的组数，则 


若4!« 
若4七 n 


r(n) = 46(n) f 

定理10 命 n>l, 对应于 

, 2 三—1 ( modn ) 

的一个解，有一对且唯有一对整数仏使 

x 2 + y 2 Mzn 9 欠 > 0 , y〉Q 

( x 9 2/)=1, y=lx(modn) 9 

定理 n 把一整数《分为两个平方和的方法数的四分 之一， 

等于《的因子三1 (mod 4 ) 的个数减去 n 的因子三3 (mod 4 ) 的令 

Tfe/. 

数， 


定理 12 对任一&常有 

r ( n ) = 0( n C ) # 


定理13 2 r ( n )= jtx ^ 0 (^/ x) m 

1«A ： 

定理 14 命^表示一有长的简单闭曲线的长度，而以2表示曲 

线所围区域的面积，以为曲线内所含整点的个数，则若必 
有 


\A-N\<1. 

定义 峨 Farey 贯，是指之间，其分母且依大小 
次序排列的既约分数 • 即依大小排列的形如 


705 


( fl , b ) = 1 9 的诸分 数* 

定理 15 设 

a a f, 

T<b^<V 

为 Farey 贯中的三邻项，则 
t 、 a” a^a* 

ii ) ba ff — b ff a = b ff a r — b f a ft ~ 1 1 
hi ) b ^ b ff > n + 1, b ff + b ’> n + l • 

定理 16 命€为一实数，则在 n 级 Farey 贯中必有一数使 

定理17 任给二实数5, V > U 必有有理数 f ， 使 

5 '■吾丨<点， 0<6< 爪 

定理18 任给一实数 S ， 必有有理数使 



若 S 为无理数，则有无数个 f 适合此式* 

定理 19 任给一无理数4,必有无数个有理数 I 存在，使 
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走理 20 设 m 为整数，』>2， ( a , m ) = 1, 
•又设 

M + m - 1 

s = 2 WOO } 

x^M 

此处 " x ) 在 1 中定义，并有连续二阶导数，且满 
足于 

f，iM)=z ln + ^ < a f m >= 1 , 料 <1, 


则 s -音>»|<音((+5). 

定理 21 用 i ? U ) 记圆 

» 2 十 V 2 ^：X 

内的整点数，则当时， 

^(x) ^ JfX + O(X^logx) 9 

定理22 若|>2,则 
2 ^«)=410^ + (2y- l)^ + 0(^log 2 £) 

i «4 

定义函数 



称为 RiemannC 函数. 

定理23 当 C > 1时, 



參 
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二、题 解 

§4 MGbius 变换 . 

习匾1 若 g ( n ) 及 gi ( n ) 各为以約及匕 （ n ) 之 Mdbius 变换，试证明 

2 魏⑴ = 2 麻 (*)• 

a\n 山打 

证： 

^2 sidyf, = (号） 

a；n 

= 2 ⑽ 2 ㈣ = 2 2 

ain a[,t d ]-i 

= 2 2 ，⑽⑽卜2,⑥ 2 w 心 

_ 赀 ^ It 

- 2 Q[) = 2 f{d)gi (^)* 

a x \a 

习 S2 求出 g(tOgi ⑻之 Mfibius 逆变换 • 

解 t 设 F(n) = gOW ⑻的 Mdbius 逆变换 为中⑻， 则由定义得 

(p(n) = 〉: ji(^) F OO = 2 ^s(j)8i (j) 

am 離 

= 2 m (1) 秦⑷. 


m 



那么 


习题 3 /(”） 之 Mdbius 变换之 Mtiblus 变换等宁 

u lt u 

证:设/(^0的放^115变换为 g ( n )， 发 (? z ) 的 M 6 bius 变换为 G ( tz ), 


阳 )=2. 2心） 

a\n 

= 2 2⑽）= 2 2^ 


a t 


di 


n 


Uuu ^ ! n 


d 


d 


d . 


2 ⑽ ）2 i 


a 


d 


n 

di 




dan 

习题 4 用证明例 6 之方法证明 4*10(1〉 式. 
证： 此题系指用 Mdbius 变换证明下式 


n ( x_f v (x) 

V 


xP n 


U ( i 


n (x<^- D/^i _ 1 \ 


• • # 


一 1 


n (x( pn - 1 

此处 ~ oo 过所有原根， Y \ m n - 

Q 


ymoddp 9 


<P(X) 


-4 


i 的所有 素因子 ^ IT^t p n 

Q*Qi 
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1 的所有素因子对3、且3专1，等等 • 设少表对重模安， 
中 U ) 次数为 c / 的多项式的个数，再设 W = - 1 • 由于重模 h 

平00的缩系所含多项式的个数为 W ， 因此 


i — 

此即 N 是 0 N WMdbius 变换 • 由反转公式有 


0 n = 2 

d[W 


Nn(d) 

d 


此式表上式左右两端关于 X 的次数相等 • 另一方面，当 

Xmfv(x)(moddp 9 <p(x)) 9 J/=1 ， 2 ， … ，少 N 

时，上式成立(左右两端芸 0 ( modd P ， ⑽)、，且两端都是首项系 
数为1的多项式，故上式成立 • 


§5除数函数 
习麵1 证明 t 当时， 

2 - ( ^ = |log a S + 2yio g 4+C + o( r*logS). 

证： 我们证明下面一个较习题结论精确的等式 

log 1 ^ + 2ylog5 + C + 0 logS) 

从而习题结论也就被证明了 • 此等式的证明要用到 | 

2 i= lo e« + y +0 (i) 

i «4 

2 宇 =+iw 1+ o(rW) 
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以上二式分别为第五章定理 1 和第五章第八节习题3的结论, 


V 


d(n) 


It 

win 


2 


2+2 


如果令 n = w ， 就有 

d(n) 

* n u y 

l < n <4 i ^ u <& i < y <4 /u 

U( log 4 + ” 0 (W) 

= 2 v ( lo E ^- io g «) +v 2 


U 




( logCy ) 2^-( i lo g ^ + C i +0 ^" ”响） +0( 1 ) 




( ogE + y ) ( log ^ + y + °( i ))- 

- (yl°g 2 ^ + ^i +0(4" 1 lo g 4> ) +0( l > 

log 2 4 + 2 log! +0(4 - 1 logi) + y i + 0 a)- 


- y 1 ° g 2 4- C l -0(4~ 1 log 4) + 0( 1) 

1 

= jiog* 姦 + 2ylog 茗 + C + 0(S - 1 log5) 

其中 +0( 1 ), 

习题 2 证明：对任一 e , 常有 

o(n) = 0 (n 1 +e ). 

证*命 n « n 浐表 《 的标准分解式，则 

p：n 


W 



o(n) 


n 


l + e 


n 

p\n 

n 




穸一 1 


Ml +8) 


p a + 1 + … + + 




a(i + «) 



夕 a 


pae 


<n 

P\n 


fl + 1 


( 1 ) 


任一 e >0 


pae ^ 2 ae = e acl °g 2 ^ceIog2> y( a+ l)«l°g2j 且若 P >2,则 


>a+l 
c + lrr + 


故有 

f c <2 P e >2 p^<2 


a + 


1 )clo g 2 


fl + 


<u 


H ^"^<2 eiog2 . 

P e >2 


( 2 ) 


把 < 2 )代入（ 1 >，即得 


o(n) - 0(n 
习纽 3 证明：当时， 


1 +c 


o(n) = + 0 ( 在 


证：在证明中要用到 


2^0 

n = 1 ^>4 

2 a ⑻ =2 2 dm 

1 豸由 n 


m 





〔4 喊 

2 K 


i Ct 一 丄 Ci i 二 i 


2 

d — 丄 


d 


〕（〔 


d 


i g / 〆 

■-2(〔 

Ci — JL 


z 


d 


d 



C 


= 


2 


20( 吾 )) 


-4 

o rD 



d 二 


/ 〔在〕 1 、 

+ 0 ( ^ j ) 


CL ~ 


co 


oo 


弘 2‘。 

d = l 


2 i) 


0(^log4) 


务 4 今 + 0{i) + 0(4log4) 




茗 2 + 0 ( 在 log(£〉. 


§7 表整数为二平方之和 

-- * 

习题 1 试证恒 等式： 

(x^ + X , 2 +X S 2 ^x 4 z )( yi 2 + y 2 2 + y s 2 + 

^ X lV 1 + X zVt + 太 3 女 3 + 欠 4 女 4)2 + ^ X iV2 一 X !y 1 + X 3 發 4 一 
~~ X aVz ) 2 + ( X iy 3 - 尤 3?/l + X aV% - 欠 2 汉 4) 2 + ( x l2/i ^ x 4tfl + 
+ 尤2女3 - *^3?/2 ) 2 • 

证：因为 

+X 2 Vi + x z y z +x 4 y 4 ) 2 =： 


113 



-x^y^ + x l 2 y l 1 + 欠 3 〜 3 2 + W + ^ x i x 2yiVz + 

+ 2 ^i^ 3 t/it /3 + 2x l x A y l y i + 2x 2 x^y 2 y s + 2x z x t y t y A + 

+ 2x z x A y z y it 

( x iVz - +^ 3 i/4-^4l / 3) 2 

+x 2 2 yi 2 +x 3 z y A 2 + x A 2 y 3 2 - 2 x l x 2 y l y z + 

■^2x 1 x 3 y i y A ~2x l x i y l y z - + 2x 1 x i y l y 2 - 

-2x z x 4 y z y Af 

{x x y z - x % y x +x A y 2 - x 2 y A ) % 

=W + 尤 a 2 鉍 1* + 〜 2 ?/2 2 + W_2 尤 J»l^s + 

4 - 2x l x i y z y i — 2 x i x l y i y 4 — 2x i x A y 1 y i + Zx^^yiy^ - 

-2x l x A y 2 y A9 

(XiV^ - X aV\ + 尤 2»3 -X 3?/2)* 

+ x A z y Y 2 +x 2 2 y 2 i -2x l x A y l y A + 

+ 2x 1 x 2 z/3?/4 - 2^1^31/2^4 - 2x z x A y t y z + 2^ 3 ^4^1»2 - 

— 2x 1 x z y 1 y^f 

故右边 =h 2 J/ 1 2 + Vl/，+ Vy 3 3l + W + h 2 2^ + 

+ W +W + Vi /‘ 2 + W + h 、 〆 4 * 

+ W+Vh 2 +x 4 i y l 2 +x A t y t 1 + x i z y, i ^ 

+ W 

二 (X 1 2 +^ 2 2 +^ 3 2 +^4 2 )(l/i a + 鉍 2 2 + h* + 0 

= 左边 • 

习題 2 试证恒等式： 

<V + V + V + V + V + V + V + V)x 

X (^! 2 + ^2 2 + 1/3 2 + 2/* 2 + 2^6 2 + 2/6 2 + 2/7 2 + 2/8 2 ^ 

= (x l y l +x l y 2 + x z y z +x A y l + x i y Q +x t y t ^x 1 y 1 +x z y i ) 1 + 

+ (x,y 2 _ Mi _+ ^42/3 -太山 +Wr x ?ys + + 

+ (x 1 y z + x 2 y t -x 3 y l -x i y 1 + x 5 y 1 -x^y z -x 1 y 6 + x^y^) 1 + 

^(x l y 4 -x 2 y i + x i y 1 -x i y l 一 x 山 +x 1 y t +x^y b ) + 
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争 


+■ ( 尤皇鉍 5 + ^ x ^y 7 + x aV 务 ^ x ^y \ 一 x tVi + x iV^ 一 ％ 8i^) 2 + 

+ ^^\Vt 一寘 iVb + 欠 +艽 ‘th + 久 5 奴 2 一尤 0^1 _ 4 一欠 &!/ 3) 2 + 

+ (^ 1^7 +^ 2^8 +^ 3»5 - X Ayt- X aZ +X ^4 •" 尤 7 贫 1 一 欠 8 汉 2 ) ^ + 

+ {X x y z - x z y 1 - x s y B -x 4 y s + x B y 4 + x t y 3 + x 7 y z -X z y x ) x m 

证：证法同习题1，此处从略. 


§9圆内整点问题 


习 題1 求出以原点为中心之椭圆中整点个数之渐近公式. 

解> 设以原点为中心，长短半轴各为〜1/的椭圆面积为 

同长为&椭圆内部整点数为 "， 那么 

A-zxy 


L= Ax 



1 


-/ 1.3.5 \ 
— V 2*4*6 / 



由提要中定理14 \ A ^ N\<L 

有 - \fcxy » iV | < Inx 

故 N = jcxy + 0( x ). 

习疆2 证明球 

u 2 +P l + u/ z ^x 





内整点数 = p 3 + OU ). 

证：在空间中过整点分别作与三个坐标面平行的平面，这些 
平面把空间分为立方格子， 一 球内整点对应于一立方格，其八个 
顶点坐标为： 


(M ， V ， W) y (U f V+l ， W )， 

( tt -1 ，v + 1， mO , («—1, 《/)• 
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(U ， V ， w/+l), («, v + l 9 u/+ 1), 

— 1, v + 1, w + 1), ( tt -1， V ， U / + 1 ). 

如此所得的这些立方格必在球 _ _ 

u 2 +v 2 + w 1 = (a/ x + V 3 ) 1 

之中，但同时又包有球 

u 2 ^v z +w 2 - (V x - V3) 2 * 

因此如果设球 

u 2 +V 1 + w 2 

内整点数为#，则 

V 3 ) 3 < iV <^( V ^ + VT) s - 

4 ! 

此即 AT = yjrx 2 + c >(：0 • 

# 

习题 3 试推广上题到 《 度空间之球 

解： 用 (幻记 w 度空间球 

内的整点数.由提要中定理 I 3 可得 

A z (x) - 7tx+ 0 (V^ ) = 00) 

由习题2可得 

4 1 1 

A z (x) = + 0(x) ^0 (x 2 y 

6 

另外还有 • 

1 色 1 

A 4 (x) ^ + 0( 欠 log 4 x log log 4 x) - 0(x l ) 

下面用归纳法证明 


* (幻的 表迖式请参阅《堆垒素数论》第158页. 
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A n (x)^0(x z ) 9 n> 2 ( 1 ) 

»=2, 3, 4 时见 i： 述可知 （1 ) 成立.归纳假定 》» = Jt 时 （1 ) 成立， 
当 n = 1时 


1(^) = 2 1 

= 2 2_ 2 1 

o ^i^\/x u/ + …+ i 1 

= 2 2 Akix-i 1 ) 

0^ i^\/x 

k 

-2 T 0 



k 

0< i < v / jc ~ 


』 2 — i) 

k _ 

= o( A( 〔 v7〕+ i)) 

= 0( 

此即 rt=i+ 1 时 （1) 仍然 成立. 

习 题4 求出 

2， ⑷ 

之无穷大之阶. 



解：由提要中定理12知，对任意小的正数 fX ), 都有 
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Jl 产 (一 ))• 

2 0(ne 〉 = 2) 






= o(>2 i) 

i ^ n^x 

= 0( jc 1 + ^), 

此即对任给的 e >0, 可得 


2 r a ( n ) = 0 (^i + e ) 

另一方面，对于任意的 C >0, 下式绝不能成立* 


2 r % ( n )^0( xi - e ) 

当 fli 9 bid <*’<0 为实数，从熟知的不等式 

丨=丄 1=丄 

可得2 r * ⑻21 i2> ( 2 r( ”0 

l^nt^x l^n^x i^n^x 

2 r2(n) ^i ( 2 r(n) ) 1 

由于 2 r ( n ) = Jtx +0(^/ x ) 

因此可找到常数 j >0. 当 x 充分大时 

2 r{n)^KX- AsJ X 

l < n<x 


把上式代入 (2) 得 



2 T 2 (n)^x % x- 2 kAaJx +A % 

1 «JC 

若存在 e >0, 使得 


2 r 1 («) = 0( x 1 ^ e ) 

l ^ n^x 

就可以找到常数 J 3>0. 当% 充分大时 

l ^ n^x 

但是当 X 充分大时， （3) 和 (4) 互相 矛盾. 

公式 （ 1 ) 可从推广成：对任给的 C >0 

2 rHn ) = 0 ( X i^) f A ： 为正整数. 


对+使用定理12,便可证明上式.由定理12得 


2 #(”)= 2 ( O ( n ^) 

1 «太 i^n^x 


= 2 ) = 2 0( ll * ) 

1 «X 


= o (^> 2 i 

= 0( x 1 + *) # 

又* 若用 r ( fl ) 表方程 

參 X x ^ + x z ^ + *•* + : r n, Xtn ^0 

的解数，则有下面两个定理 
定理1 若%>1，则 


2 r(n)>A(k)x k ^ 



定理 2 若及则 

2 r 2 (nXB(k)x k 1 • 

以上两个定理中， ^ = Y -8 fc - 1而 AB 是两个只与 t 有关的 常数. 
它们的证明，可参看第十九章第六节.如果取 Jk =2, 则有 

和 ^ r 2 ( w )< J 3 x s 

* l ^ n^X 

其中的定义见习题 3， 即表四度空间球 + + + 

内的整点数. , 

习熥5 圆内 

u % + v 2 ^x 


之两坐标互素之整点数 = O ( V ^ og 幻. 
证： 顧 d 表圆 


I * 1 + V 


2 


X 




内的整点数， W 表圆 


+ v 2 ^x 


内两坐标互素的整点数，则由 


2 a ( ^ )== ( o ； |«>1 


可得 


N 


2 


2 


2〆 心 




U 1 + v i; ^X 

( U , v ) ^ 1 


T 


v l ^x d vu,v) 


2 ^ 2 


2 州〜 


i^d^y/x 


u 1 + 






no 



又因为 


Nd 


x 



X 




■ ■ ■ ^_• 


d 


故 


灰= 2 卩⑻ （ 兀吾 



d 



l^MKs/X 


^2 

^ ^ fi ( d ) 
d = 1 


ti ( d ) 


d 


i 


+ 0 



A 


2 




X 


2 


2 


C(\/x log; 




nx ^ ^ + 0 (^/ x ) + 0( x logx} 




6； 

X 


x + 0( V x logx) # 


§10 Ferey 贯及其应用 


习題证明二邻项之分母不同. 


怔 * 设 y <^7 


为 n 级 Ferdy 贯中相邻两项.由提要中定理15得 

bd ’ 一 flfc ’ = 1 

如果^ 就有 

b{a f - a) ^ 1 
b i=2 b’ = \ 

又因为 


故 


b + b’>n+l ， n>2 
2>3 t 



此不可能，因此 


14 Dirichlet 级数 

习雇1 讨论式 (1) 〜 （9) 成立之 范围, 




y (- 


P 


C(s) 




fUn) 

n s 


d(n) 


^ Xirs 


C(i) 

C(2 j ) 


n 

± 

n 

P 


1 




1 一 


P s 




Hn)\ 




C(S) 

C(0 


辦 1 -幻 




v 


pms 


>u 


C f (s) 


lo g n 


2u n s 


log£(s)= - 2 log 0 - » 


Ai(n) 


v 

2ld n s 



^(S) 


A c f (s) 
ds C(s) 


(错） • 


2 


r(n) 

n s 


a(s)c(s) 


( 8 ) 


(9) 


解 ：l ) 由于当 c> i 时收敛，故 （l> 成立范围为 f> 



2) 由 1) 可知(2> 成立的范围为 C> 1, 

3) 由于 <( J )， 故 (3) 成立范围与 (1) 和 (2) 相同, 


4) 由于 p(i ± 春） 收敛的充要条件是2 ★收敛，而2+发 

P v v 

散，故 （ 4 ) 成立范 围为^ >lj 


5>由于 fG) 和+ 的收敛范围与 C(s) 的收敛范围 相同， 故 （ 5 〉成 
立范围为 C>li 

6 >理由同 5), (6>成立范围为0>1| 

7 ) 由于的收敛范围为 C>1, 且 C(1)>1, 故 (7) 成立范围为 

1麥 

8) 由于 f ⑴的收敛洁围和 C ⑴的收敛范围同为 j>i, 故 
(8) 成立范围为 C>li 


9) 由于 1 X 0= 当 f>l 时绝对收敛， C ⑴当 C >1 时收敛，故 

n = \ 

(9) 成立范围为 C >1, 

习题2 建立， 


C $ (s) ^d(n l ) 

c (2 .o = —， 

n^i 


Oi 


m 



( i ) 


00 


C( 2 s) 


2 


^⑷〉 


S>1 


C(* - l) 


<P(n) 


n s 


s>2 


CO 


^( n ) 


C ( DC ( x » fl )=2 ^ 

n= l 

COKis-aKis-by^s-a-b) 

C (2 f — < i — 於） 


s > max ( l ， J + l ) 


2 


Oa ( n ) Ob ( n ) 


s>max(l ， a+ 1 9 t+l, o + b + 1). 


s 


I 


. C ( s ) 




s>U 


为证上式，首先证明 


设 


an 


d(n % ) m 


Pi 1 ^ Pi lt “.Plfi 


由于 




故只需证明 


2 \fi(d)\d(jy= ： d(n t ) 

dpr-p, 

即可 • 下面用归纳法 证明. 当&=1 时， 

(心 \ d (- j ) 办 A - 1 ) 

d\p ： \ f 


=(/| + l ) + ^ i = ： 2 /i +1 
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d(n 2 )^=d(p ^1)^=2^ + 1 

故 t=l 时结论成立.设时结论亦成立，則当 it=f 时, 

2 !^> i ( t ) 

diPi … Pf ; 


2 ( t ) + 2 im (^) i . 

dm- 化一 i dlpi … 夕 “ i 


d 


( jt ) 


2 1 m (心 

d'Pi … Pt _ i 


Pi 1 ' … P 


d 


2 

d I Pi … Pt 




Im(^)I 


Ia ⑷ 1($/ 止 

d(ph) 2 \fi(d)\d 

^vPl ttr Pt - 1 


P 


« « ■ 


Pt 


d 


+ d ( p t h-iy 


2 

dlp 「 "P t ] 、 这 f 

^d(p t h WCP/m.-p h 2^0 + ^ 灼 i )d(p t 2 lx...p t ^ 1 zl^ t ) 

= L^ipJ^ ) + d(p t h -i>] … 公卜#,“） 

- (2/: 十 企卜 piw ) 

= d(pt^)d(p^21 ： ^*p t _ 

= d { p x ^U "* p L 2^) 

—d(n 2 ) 

此即 （= f 时也有 


2 1^ < d ^> \ d yj ) =^(« 2 ) 

U \ Pi - p ^ 
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00 oo oo 

^ 2 / 2 j ms - 2 A ks 

n -1 7 ?i = l k-i 

则 a k= 

ct.fc 、 ’ 

这是因为^■由■^与相乘而得，即 

1 1 1 

鉍 — 《S ms 

从而 k = nm . 故 j s 的系数 外等于 



I) 


r fc= 2 l ^ d) \ d (j) 

dh 

C s ⑴ C ⑴ r%( v 1 v d(m) 

•‘ u ’ = 2 m 於— Zt 1 ST 

n = i m- l 


^2 a k ^--2 f ~2 _ w (4) 

“1 fc = i die ’ 

=5: 士 2 卿(号)= 

n=i dm n*l 


C 4 ⑴ (d(n)) 2 

^(25) ^ jLj n s 

n = l 


S>1. 


首先证明 ^d(d^)^(d(n)^ 

a } \ 7 i 

仍然设 n^=p x h "•pfe 1 、 



L L 

2 邮 ”=2 2 



h 

• 2 dip ^ ip ^ z ^ 

i/c 二 0 
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Pk zxk ) 


Ik 


》(p 

^i-0 ^ z - 0 ^ = j 


*> 


2 ( 2^i + 1 ) 2x 2 + 1 ) … ,2x + 1 ) 

义 /c 一 u 


0 


义 a — 0 


=[/i(M + 1 〉 + (h + l)] … [’ (/. +1) + (L+ l)D 

^ (/1+ i ) a ,, *(/^+1) 2 

=：(；i + l)-(i/c+l)] 4 
= {d{n))\ 



由 


Jt s 


n s 


m s 


， k - nm f 可得 


G k 


2 d( o 


Ct 上 (Ik 


故 


C ⑴ C 3 ⑴ 


⑽） — C(2s) 


C ( s ) 


OO 

2^ n s 


2 

la = 1 


m s 




k 这 


2 f 2 机” 




i = i a i in 


2 


(d(n)) 

71 s 


I) 


C (卜 l ) 

r W — I — I — ■-— 

c ⑴ 


2 


P(n) 

n s 


C >2. 


设 


2 t 2 


m s 


m 


xr\ 

2 j a k 

= l 





同样由 


m s 


k= nmui% 


故 


a k = 2^ ( rf ) T =:<pa) 

diK 


g(s-l) 

C ⑴ 




C(s) 


oo 




2^12 


fi ( m ) 

m s 


jlJ n s j£^j 


蚌 ( ffl ) 
771 * 


m 


2% 

k = l 


5 

fc = 1 


V(k) 


= 2 

n-i 

co 

F) 5(_-«)=2 


<P(n) 
n s 




Oa(n) 

n s 


s>max(l, a+ 1), 


设 


OO 00 

1 tn a 

n ^ m s 

t = i m= i 


2 X 


k 


则用上面相同的方法可得 


a k = 2 ^ a 

Q[K 


故 C(^)CU-a) 


00 00 

2 i 2 


m s 


00 CO 


m 


m a 
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m s 



k = 1 k~i dtk n -1 an n-i 

Y \ C ( 文 )C(s — o)C( s ~ 办 )（(s — c—b) o a(n)<7^(n) 

^{Zs — ci ^ by ’ 

n = i 

s>max(l, «+l, b+ l 9 a + b+ 1) # 

— — 6)^(5 — d - b) 

C(2s-a-b) 



oo 


oo 


n (2 

p n =： u 


)(2 


pna 


oo 


n = u 


)(2 

n = u 


P nb 


CO 


P ns / \ ^ p ns / \ ^ p ns / \ jLj pns 


)(2 

n = o 


pn(a^b) 


_ 


pa + b\ 

- ■ - r«— 

/ 9 


CD 


设 y =： r s ，则由乘法公式得 


(2 

H - 0 


p 似 


uu 

)(2 


n = u 


O’ 


pn(a + b) 

■ ■ ■ I - 

pns 


( 2-)(2 pn(a + b)x^ 

tl- 0 U = o 




- 0 


其中 


12$ 



— 1 + + b + * • • + 夕打 (fl + 6) 

OO 

OO ^ OO OO 

( 2 ;)(名；） =(》，）（》# ) 


n = o 


n = o 


n = a 


OO 




n=?o 


其中 


o 


bn - pna^p(n-i)apb + + p(n- i)b +pnb f 1 


no 



n= o 


a )(2 bnxn )=2^ 

x n = o u = o 


其中 

故 


Cn = a ho + c - i&i + ••* + a^bn 


(s 


夕 ns 


)(2 


P na \ / — P nb 


pns 


)(2 


pns 


)(! 


pn(a^b) 




n= o 


1 


n= o 


n= o 


n= o 


pa + b 


OO 


(H cnxn )( 

n= o 


pa^b X 2 


CO 


2 CnX^ ~pa + b ^ C n x^-^2 


n= o 


fl = 0 


m 


no 




Co +Ci x+ 2 - pa-¥b ^ C n - 2 ^ B 


n= 2 


2 






Co +C\ x + (Cn - 夕 a + bCn - 2 〉奶 

n= 2 


下面将借助两个引理来证明 2 时， 


( 2 ) 


Cn — p a + ^Cn -t = Oa (p n ) <7 (p n ) # 


(3) 


引理 1 当时 I 
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办 fc+ 2 — 多 a + 秘 fc = + 2 ) a + p{k + 2 )b ^ 

当左 = 0 时： b Q = 1 , 

bk^2 — P a ^^bk = :& 2 - f a ^^b 0 
= p2a+ pa^-b + p2b^ pa+bs p 2 a + p 2 b 

当 i 时： 

bk = 夕 k 十 p(fc-i>apb +•••••.+ 多 fl 梦 (fc-pb + jjfcb, 

fe + 2 - p a ^^bk 

= |Kfc 十 2)a + 乡 (fc + i)a 公 b 十 …+ 炉 p{k+i)b + p(k^ 2)b ^ 

一 p(k + i)d^)b — ••* 一 ^) cz p(k + i)b 
^P (k + 2)a + p(k^2)b 

51 理 2 当 b o 时 

pk(a + b) (pa^b -1)6 0 +p(k-i)(a + b> (pa + b^ 1 ) 卜 + 

+ /)(fc-2)(a + fc)(^a + 6_ 1〉& 2 + … + 多 2(a + 的（步 a + b_ 1 )te-2 + 

+ p(a + b) (P a + b^ x )bk^x + pa + bbk +紅 + 1 = 

=p(fc + l)a( l + 十 … 十 pfc£?) + 

+ ^(fc+i)fe( i + pa + .** +pka) + ^(fc + i)(a + 6> 

当 1= 0 时上式 

左端 =po + 秘 。 + \ = jpa + b + 沪 ^pb 

右端 =+ /^ + 炉 + & 

因此 0 时引理 2 成立 • 设 l = 咐亦成立，则当 Jt=£+ 1 时 

p(t^i)(a^b)(pa^b 一 1 ) 6。 + 炉 (a + b> ( 少 ad— 1 )匕 + 

+ p(t-i) (a + b)(pa^b^ 1 )& 2 + …+ 多 3(fl + 6)( 炉十 &— 1)^-2 + 

+ p2(a + b) ( 少 a + b 一 1 )bt-i +^<o + b)(^a + fc- i)bt + 

+ ^ + 6J f+1 +bt + 2 

= P a ^ b {/>仙 + 6>( 炉 + 1 )t 。 屮乡 <“l><fl + 5> ( 巧 + b- 1 )b t + 

+ p(t-2)(a + b ) (舍 a + b- 1 ) 办 2 + … + p2(fl + 6)(M + b 一 1)^-2 + 
+ pa + b(pa + b^ \)bt~i + (pa + b^ i)^ +^ +1 } +& + 2 

;^a + b {p(t + i)a( \ + pb + … +ptb) + 
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+ 乡 (t+i)b( l + pa ^ + pta ) + } + 

+ tt + 2 

■ 梦 a + b {^(t+l)a(3 + ^6 + … + 负坊） + 

+ p{t+ i)b(i + 尹 a 十 …+ pta )} + ^(t + 2)(a + 6) + 

+ h + 2 —穸 0 + 吻 

« pit + 2)a(^pb + ••• + 多 (t + l)b) + 

+ p(t + 2)b(pa + … + p(t+ l)d) + pit ^2) (a + b) + 

+ pit + 2)a + ^(t+ 2)b 

=+ 2)0(2 + + …+ 〆 卜 l ) b ) + 

+ ^(t + 2)b(i + pa + ... + pit -hija) + ^<t+ 2)(a-hb) 

此即 i = 时结论仍然成立，故引理 2 是成立的， 

现在证明2时 

4 

Cn 一 po + bC n - 2 = a a (p n )a^(p n ) (3 〉 

使用归纳法 . n = 2 时 

Cj 一 p^ + bC 0 = a z b Q +a l b l + a 0 b z ^ pa 
« (1 +pa^b + p2(a^b)) 0 i + (l + pa^b)(pa +pb ) + 

+ l *(^2 a + ^a + b + p 2 b ) -^a + b 

^(l + po +^ 2a)(i + ^b + p2b ) ^ a a ( p 2 ) a ( j ( p % ) 9 

因此 n * 2 时 （3) 成立.设 n 4 时 （3) 亦成立，即 

Ck -po + b Ck - 2 := 1 Oa ( P k ) o b ( p ^ ), (3’） 

则当 n »&+ l 时，因为 

Cfc^i^afc f b x + + a^ic-1 + a^ic +a 0 bk^i 

= (l + /> fl + b + .” + pk(a^b) +. ^(fc + l)(a + b))fe 0 + 

+ (l + ^a + b + ••• + p ( k - i)(a + b ) + pkia + b ) ) b t + 

+ (1 +j>a + b + ^2(a + b))fc fc _ 1 + 

+ fefc + 1 
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+ a k-lb i + 乡 + 十 "• 

+ - i + p 2 (a + b )^_ j + 

+ a 0 bk +pa^bbj c + v 

+ ^k + i 

^Cjc + p<fc + i)<a + b ) ft o + pkia + b } b { + **• + 

+ p 2 (a^b)bj c - 1 + pa + bb k +^ + l (4 ) 

同理 Oc-i=Ck-2 + p(k- i)<o + b)t 0 + 》 (*c- 2)(o + b)^ + … + 

+ ^2(a + b)b k , 3 + ^)0 + ^2 + he-l ( 5 ) 

故将 （ 4 )、（ 5 ) 代入 (3 ') 得 

Cfc +1 —( 乡 (fc + l)(a + b)t Q 4. ^fc(a + b)^ t + ••• + 

+ P 2 ( fl + b>6fc-1 + 夕 a + 秘 ^ +1)- 

— + 6(Cfc- 1 — pd l)(a + b)t 0 — p(k- Z)(a + b)f) t 一 ”• — 

一 ^2<0 + &)^_ j — + 2 — bfe- 1 ) 

二 a 。 ( 多 fc )a b (pk ) 

即 Ck + i-p a + bCfc- 1 «ao(f»fc )a b (pfc ) + pk(a^b)(pa + b^i)if $ + 

+ 负 (fc- l)(a + 6)(^a + b* 1)&! + + p2(a + b)(pa + b^ i)fc 靶一 2 + 

+ p(a + &)(^a + b- l)bfc-i + p a ^^bjc +6fc + i 

由引理 2 立刻得到 
Ck + i- P° + b Ck^i 

^ ffa ( p k ) 0 ^( p ^ ) + p(lc + i ) a ( l + ^b + … + 0 b ) + 

+ p(k^l)b(i + pa + … + 步 fcfl) + ^(fc +i>(a + b) (6 〉 

再把 Oa(p k )o b (p^ ) = (1 +pa + … + pa)(i + pb + … + 々 & ) 

代入 （ 6 > 就得 

Cfc + 1 — p a ^ - i = (1 + p a + *.* + 穸 (fc + i)ct) (1 + pb + ••• 

+ p<k + l)b) = a«(^ + 1 )(X5(^ + 1), 

故 Tid+l 时 （ 3 ) 仍然 成立 . 把 （ 3) 、 （ 2) 代入（ 1 )，且注意到 

就有 
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C(s)C(s-aK(s^b)C(s-a-b) ■’ 

C(2s-a-b) 


oo 


nwo+c 士 + 2°^ ( 俨 乡 ” 

p p n = 2 


pns 


又易知 c 。 


所以 


C t = l + pa +pb + pa + b^(i + pa)(i + pb) 
-Oaipyo^p), 

C(s)C(s-aK(s-bK(s^a^b) 

C (2 卜 a - h ) 




n(i + a a (p)a b (p)^ +a a (p t )a b (p 2 ) 


P 

最后，设 


P s 


p2S 


« • • 


> 


17(1 + ^a(p)a b (p)^^ a a (P z )a b (p % )^-+ ^ 

ps pis 


^An 

A W 


且设 n^p^ipji^pft 


显然 


An 


OaipjOObip^i ) 






Oa{pt^)o^{p % U) 


Pz llS 


% 


Oa(p^t ) 


PM 


as 办 ( 多士） … 《 7a (炎山 … 06( 岁 h ) 
一 * • • Pt 1 ^ 

再从 fffl(fl), %(») 为积性函数就得到 


IJ 4 



An = ag(n)a b (n) 
n s n* 

此即 A n = Oa ( n ) o b ( n ) 

C(s)C(s- a)^(s-b)^(s- a - b) — K 1 * o u (n)ah(n) 

~CJ2T~a~ bj A Is — 



第七章三角和及特征 


— 、 提 



定理1 



若咖， 
若 m 十 《• 


定义 对模爪的一个特征; (00 是一个仅当 （fi，m) 

定义的函数且 XOO 适合： 


1 ) x ( 1 ) 0 > 

2) 若 = 则 = 办 )j 

3 ) xiob) ^X(o)K(b) m 

定义 用X。表特征 X(n)= 1, 称为主特征, 

定理2 

(_) ， 若乂 = 乂0 

10， 若 


2 x(n) 


定理3 


2 尤⑻ 


<p(w )， 


x 


命 


若 ns 1 (modm) 
若 k # 1 (mod m) 


C q (n) ^ 2 


e 


2^ian/q 


Q > 


此处 《 过模 5 的一个缩系，则 

1) C q (n) 对3是积性函数，即若（幻， 心 ）》 1，则 


1时有 


I 


736 


2 ) 


⑻⑻:: Cq q Jji) 


pl 一 pl _ 1 ， ^{P l \n 


^hl(n) -I - 夕卜 1 




若夕卜 1 1 |n 
若 P l — 1 



n 


3) 


Cq ( 1 ) = fl ( Q ) 


定义 


=1 角和 

znix^i/m 

5(n， m) = 2 j e ，（n 

x^O 


in) == 1 


称为 Causs* t 

定理 4 


若 m 是奇数，则 


S(n 9 m) 


m)^ m 

O ' 


igfm = 1 (?Hod 4) 


tk ， 若 m 三 3(mod4) 


定理 5 设 P 为素数 ， dp — 


必要旦充分条件为 


整数%为心欠非剩余， m o d p 的 


^ * 

1 2 ； rf(7indr/d 

d 2j e 


a 


不然， 则此式等于 1. 

定理6 命 ( 女，多 一 1 ) ， 则 


P 


2 


c 


27tiax^ /p 


x 


^ Cd - 1 ) V ’ 夕 _ 


定理 7 命 


/ (x) : - xk 

为一整系数多项」I：，若 


a,x + a 


0 


(外，…， " n ， 孕） 


1 U 


则 


^ 27tij(x)/q 

S(q, j(x))^ ^ ^ 


x 


0(q 


k 


+ e 


此处 e 为任给的正数， O 中包食的常数只与 及頌关 • 


二、题 


解 


剩余系之表示法 


习題1 设（〜⑹ 


川一 1 二 -、 1 27tixyn/m 

s 二 2 2苞⑴”(咖 


x-o y^o 


177 - \ 


川一 1 


I 2 




X -0 


x 。，2 i t,(y) i =y 


0 


则 


|S|<V Xo^o m 




证：因为 


s 


J }1 — 1 川一 1 

22 

jc- u y — u 


T?7 — 1 W — 1 


s 


2 2 ⑽ ”(" 

x o y i 二 o 


e 




所以 


\ s\ l 二 s * s < 
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又因 


从而 


— m m-t n?~i 

2 2 2 nUi)n{yi) (y~yo n/m 

X " U X -0 7/-0 iJl , 0 

m - 1w-i m-i 

^2 2 2 v(y)v(y i)^ - y\)n/m 

x -o y=o 2/i =o • 

m— 1 

2 沭 ix(y — yon/ m 

x-o 

m — i 

V(y)V(yi ) ^eZzixiy—yon/m 

x^i) 

jv (赵 )1、 若存 = yi 

0 ， 若 

泔 -l m— 1 m — 飞 

222 V(y)vGT)ewix(y- y')nfm 
< = o y^o 2/1 = 0 


m- i 

m 21 价) 
y^o 


2 


mY 


0 


故 


PI ^x^m. 


习腰 1 


§2 特征函数 

若 则对任意的正整数 er 和 ( V > u ) 


V 


证：设 


2 


<P(m) 


n 二 u 


v-u^ qm+r 9 0 1 


O 当 o 时 


v 


2 >) 


u 


m 

^ ^ X ( n ) 

n* j 
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由提要中定珂 2 知道 




n 




故 

此时结论成立 • 

ii ) 当 1 < r < m - 1 时: 


⑻二心 


0 


n^u 


r 


r 


因为 2 x(n) 


H = U 


y_ + 2 x(w) = 2 x(?l) 

n = i ^ n = 1 


r 




2 x «|. 2 

n=\ w=r+l n 


m 


又因为 2 x(w) 

n^\ 


，” TTf 

^X(n) - 2 X(? ° 


m 

2 x(/0 


u 


n 


n^r 


r 


⑻ H 2 %⑻ 

n^1 1 


从而 



(n) 


(pirn) 



故 


V 


习题 2 


2 x(n) 

i n ^ u 

若 （ ，，扣 ” 


:< 


<p(rn) 


，则 


(^) ; (p(m), 当 ?2 三 Zfmodw) 

2 x (0 — I 0 ，当 n 与 Kniodm) 


X 


证 


_为仍然是特征，故有 

= 2 


X(n) 


4^ x(0 


x(nh) 


X 


X ( Hi ) 


740 



由于 （/， 


故可取使之其合条件 

II ] (niodr//) 


此时2淠= 2以 


2 ^ jy = 2 X 〈 n/l 〉 

X X 


/. x(/) X 

由提要中定理 2 


xOli ) 


2 x(k) = ⑽， 当（三 1 (rnodm) 

x 丨 0 ， 当 1 (modm) 

知，当三 1 (modm) ， 即 ?2 三 /(modm) 时 


2 = <P(m) 


亦即 


2 


x 


X(n) 

xO ) 


<P(m) 


而 I (modm) , g|hi_/(modm ) 时 


2 x(nl ^ 


x 


亦即 


2 


x 


X(n) 

xU ) 


0 


所以 


K(n) 


xO ) 


fP(^) 9 当 wHE/(modm) 




0, 


当 ?2 与 /(modm) 


§6 特征和三角和 
习腰 仿定理 5*1 及以研究三角和 

m - ^ 

2 e2Kixk n/m 9 («, m) = 1 

X - Q 

解：2时就是 Gauss 和，故取 0 3. 



7?7-'l 

S(71 ， VI) ^ 

A ： = U 


^nj 




下面证明 |S(n ， m> I <^cm 


k 


此处 ^ = ^ 6fc6 + k . 

1) 如果 （h 1) 


，由提要中定理 6 可得 


j S(n 9 p) (d — 1 )\/ p 

2 ) 设 （ it ， 妁 =1 ， s 是整数旦 1 ，则 

S(n ， p s ) = p s - 1 

Iflj 设％ == w + 炉 — w =0， …， P s ^ 1 " 1 J 


则 


V= 0 f …， P~ 1 

e 2 ^ix k n/p S ^ S + fcu fc ~ l p 1 v) 


故 


S(n 9 p s 


P s - l h 

e 2%ix n/p S 

.T = 0 


P 


S- 1 


2 


l 


e 2 nin(u 


k 


p~ S ^ku k ^ 1 


V) 


U = Q V - 0 


p 5 " 1 - 1 


P - 1 


e 2；nn ( W 


V s +， 1 


v) 


it - 0 


?； = 0 


i > s-1 - 1 卜 1 

+ ^ ^ e 27tin(u^p 

u=o v=o 




p\u 

p s ~ l - 1 


2 

U - 0 


, s p - i fc- 1 

€ 27tiu n/p 2 e^ inku v lp + 

v = o 


u ? 



1 ) 

22 c 27tin{u p k^u 

u=lv=l 

Pi U 


1 p~ l v) 


又因为时， 


e 2 冗 inku 


-1 


O y 


v=i) 


从而 s(n ， 沪 } 


P S -'P 

22 e 2itin{u 

u = 丄 u j 

P\u 


p^ S +fcu 


1 


七 S — 2 l 

P P , 

= 2 ^^ e 27 tin C ( pu ) p~ s + ( pu ) " 1 p - 1 v 〕 

a^i v=i 

p s — 2 p 

= 2 ^c^ncu k p k _ s + / c « fc — 1 vV^ 2 3 

U 二 J P 二 1 

由 l < s<h 可知 ， W + hfc -1 I /#- 2 是整数，故 

p s ~ 2 p 

S(n ， p” 二 22 1 = - 2 = ps … i ， 

U - l v ~ 1 

3) 设 s 是整数且 〗 >(，则 

S(n，ps ) ：= pk- 1 S(n ， p s -k ) 

设糾 I (， 显然 3 ; 

设 x =^U + P s ~ 1 _ X V 9 M 二 0 ， … ， 炉 —1— r _ 1; 

V = 0 9 …，穸 — 1 

可得 e 27tix ^ u/p s ~ e 2Jtnt(u^p^ s + kit ^ ' 1 公 — 1 r v) ^ 

1 k s 

从而 S(n ， 介 s ) = y e 2Ktx n/p 

iK — \} 


14} 



2 2 

u - a v 


>2 m(ur 1_T ^> 


2 

U = 0 

穸七 M 


1 乂 1 〆 + 

2 


r25riu(u ^ 穸 S +fcu 


v-0 


p s ~ 1 - T 

2 

U 二 \) 

P\U 

j /一 1 — T 

2 

U 二 0 


V -0 


e 2 Jtin(u 


k i s +fcM fc - V i_T 


e 2 niu ^ njp s 


P T 


e 2Xtnku^^ 1 v!P t 


v~o 


t 1 

2 

U - 0 

pi 议 


r , p t^ 


2 


fZJ tin(uk p ^kuk-lp^v) 


v 


又因为 i?t+1 七 1 时， 


2 

v = o 


c 2ytinku ^v/p x 


故有 S(n ， p s 


s- 


M 

2 


i - v + 


， 2xin(u^ P^ s + P^~ ^ 1 


S — 2 — T 


r 

2 


P r 


2 e ^ in( - ipu)k + 


U 4 



S —- 公 一 T 


P T 


e 27tin (pu) ^ /p<i e 2nrnk{pu) 


k — 


n _ 土 


2 ~ T 

2 e 2Jl：lv ^ n /P s •夕 T + 1 


u 


p S~ 2 ^ 

■■■ ^ 1 ^ W 1 _ 

p s - k 


ps - k 

e 2 nhi^ n/p 

U - 1 


S 


=pk - 1 S(n 9 ps - • 

误川 = p …夕 A = pi = … = 

pi 〈 … <pi ， 且合条件 
n—n^M x + ". + n,Mt(modm) 


Pi a ^Mt 


则 S(v 9 m) =S(n” . S(n t ,p t «t). 


因为 


Kiikf ^ + …+ nM 


m 


[ p 7^ 


n x x^ 

P 「 〜 


n t x t 


k 


Pi at 


0 <x L ^pfii 


且 2X1 


Mj xk + … +rtt Mf 


e 


m 


.^ 

'+ … + 

2m 

{ m 

= e 

m- i 

因此 S(n f m) = V 


x - O 


n/m 


川一 1 






X 0 

m - 

2 

X — ^ 


e ^ni dMi / + … + n f M ( oc l )/m 


十 i 


njck \ 

Pl u ^ j 

1,1 


US 




p ' a '- 


= 2 

■A: j 二 0 


1 

e 2 TClXi 


a x 

n l /p l 


- 1 at 
… e^xm t /pt 

x t - o 


~ S(n 19 pf 、 ) … S(n t ， pt a O 

5 ) 设了（界， m) = nr 1 +^S(n, m) 9 v= ^ ■ ，贝 l J 

T (n ， m) -T(n lf Pi a ^) tmt T (n l9 p t a 0 # 

因为 wri + z ; = (夕丄⑷…夕#*) 一 1 

-(夕 ^ 1)-1 +” … （九％ )-1 
S(n ， m) = S(n iy i^ a i) … pt a O 
故 T(n 9 m)=(p l ^y i +v S(n 19 p x a 0 

… ( PA )— 1 + v S ( v u Pt^o 

= T{n l$ … r(n ，， Pt a 〖）• 

由 1) 〜 5) 知道 * 

1)5= 1 时， 

1 

\T(n 9 ^ s ) I <0-1 +v k^ p <kp 6 , 

1)2 <s<k ，（ k ， p) = 1 时， 

\T(n 9 ^ )| = p-s + svps — l < 1 • 

I) 2 <s^k 9 (k f p) =^Bt, 

\T(n 9 ps)\^p-s + svps^p^k 0 

BO 时，由 

T (n 9 P s ) = ps + svpk- l S(n, 少 5 -&) 

= T (n, p s -k) 

知其可以化成的情形 . 

所以，当〜二 … 二巧 ， gpm = n t ，且 

lT(n l9 p,) 1，……, |r (n t , p t ) 1^1 

时， I ) 给出 


U6 




( n f m )| = I ’ （打 i ， p [) \ m 9 f \ I (?lf f 9 pi )j 

^\T(n l9 p 1 )| 0 -*-| r (72 t ,^ t > r ， 

_ - 1 - - 1 
<(4 i 6 ) fl …⑽ 6)6 

" p^pi (7「 < 1 > 

再来证 ( 2 ) 

当时， （2) 显然成立；当 t^V + 1时，用归纳法证明. 
=全 6 + 1时， 


左 6t jt6(fc 8 + I) fc6(fc« + l> 

TT^ WTT )： < ^F ^“ 6 fcfl • 


归纳假定 i 时 （ 2 ) 成立，则 1 时， 


it 6( r + i ) ^ 

tT"W+ ~nrT + i * TV 



<^6 fc 6 


这就是说， f = r + 1 时 （2) 仍然 成立. 把 （2) 代入 （ i ) 得 

|r(n, m )|<^6 fc a ( 3 ) 

又因为当 hp ， … ，九|左时，从… 〈外 可推出 K ^， 从而由夏） 
可得 

|r(w ， m)'= I r(K x , p!«i)| ••- I T{n t9 p^ l )\ 

< Jc … Ic =• （ 4 ) 

故从 （3) 、 (4) 再结合 I ) 、 F ) 立刻得到 

\T(n f 7ti)\ = \m- 1 wS(n ， m)| <A：6fc 6 • (fc 

^ Jt 6 fc ° + fc , 
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设(；= — fc ， 并注意到 P = I , 就有 


\S(n 9 


m)\<C cm 





US 



第八章与椭圆模函数有关的 

几个数论问题 

一 、提 要 

J 

TO 

定义 = n ( 1 - « 2n > ， 

n = 1 

00 

?i = ]~[ ( 1 + 3 2n ) ， 

n - 1 

00 

- n (] + q 2u - !>, 


? 3 =n < 1 饥 - ” • 

n = i 


其中 9 可为实数，也可为复数.显然，当 W <1 时，它们都是收 
敛的. 

定理1 若 kl < i , 则 

= 1 # 

定义 以表正整数 n 的分拆种数，若限定分拆中每一部 
分不超过 r ， 则此类分拆数以 h ( n ) 表示. 

定理2 若 kl < 1，贝 J 


oo 

1 + p T (n)q n 二 
1 


(1 一 g )( l -尸） •■•(] - q r ~) 
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定理 3 

则 


定理4 

的分拆种数， 

定理5 

的分拆数. 

定理 6 


00 


r 

卞 


^P(n)q n 


it - 


^0?3 


命以 n ) 表示把 n 分为若千个奇数的和的分拆种数， 


2 以咖 


n 




LI 展开式中 f 的系数，等于把 《 分为不相等部分 


把《分为不等数和的分拆数，等于把 n 分为奇数和 


若1， 2 T # 0,则有 


oo 

|7 (( 1 - 2 2n ) ( 1 +3 2n - 】 2)( 1 +q2n-i z -l)^ 
n = 1 x 

oo 

-1 + ( zn ^ z ~ n y 

Ti ^ 1 

OO 

= 2 qUlzn - 
n 二 一 oo 

定遒 7 命 H ( n ) 代表把《分为偶数个不等数和的分拆数（偶 
分拆数）， U 00 代表把《分为奇数个不等数和的分拆数(奇分拆数)， 
则 

( 0 9 若 n # 士灸(3左土 1) 

E(n) — U(n) = \ 

{( - l ) fc ，若 w = 士女 （3 fc ± l > 

定理8 当 n > l 时， 

2 〔 " 7 。 <3 ⑻ <n 3Cv/7 ° • 

定理9 


750 





lim 10 找⑻ 
n->oo 去 

n 



定义用表示 

x^ 2 + •••xs 1 = n 

的整数解 ix r - x s ) 的组数. 

定理10 

r 2 (n).4 2<-D^ (W_1) 

u\ n 

2 七 K 

r‘( 《 ) 二 8 

m i a 

4 士 m 


定理 n —是一积性函数. 

8 

定理 12 任一正整数都可以表示成四个平方数的和. 

定理13 命 \( n ) 表 

(^"l + 1 ) + (X 2 + 1 ) + X + 1) + X 4 + 1) + 1 = 71 

的解数，当 《 是奇数时，则 

s 4 (n) = 2 r 4 (n). 

定义 用 h ( n ， 幻表示 

x l 2 + -- +x s 2 =n(modq) 

的解数. 


定义 


Aq ( n ) — 


r A^Al 

q s — 1 



后者称为不定方程 



2 + •** + x s l ~ n ( modq ) 


的右密率. 

定义不定方程 

2 + ••- + x s 2 = n ( mod ?) 

的实密率用、 （ n ) 表示，其中' ( n ) 等于 


沒 0 ⑻= lim 

(5—0 



dx i 


… dx n . 


n - d ^ Xy 2 + ••* +x s z ^n + d 


定理 14 当 s 是偶数时，实密率等于 



走义 




U - i r A 二 1 


多七 u 



tnianl p 


l 


# 


走理 15 

l 

2 Apm(n) - Api(n)^ 
m = o * 


定理 16 若 ^ 4 r 且{是奇素数时，则 

Apl ( n ) = p ^ 2 rJ Cpi ( n ) , 

定理 n 若 s =4 r ， 则 

為 W = 0 . 

走理 18 设 s =4 r ， 多 # 2 ，夕 T | i « ，则 

T 

Op(n)^{ 1 一公 — 2r 〉 5>- ( 2 r- 1 )Z 

l - Q 


1 S 2 


^ ( 1 -P^ 2r )(P x ) —(n)o^ w )• 




^liid 设 k 4 r ， 2 ^\\ n f W , 

flf 

d z (n)^ x (i —22-2r + 2<l - 2»*) (r + 1)(22^ - i) ) (1 - 2 l - 2 r) -i^ 

v ( l - 2d - 2 r )(r + i )( 22r - 1))(1 -2卜”‘）- 1, 

若 r = 0 ， 

若 C> 0 ， 2 氺 r 
若 7 〉 0 ， 2 |r 

定义 命 

s s («) = y\ a pw 9 

p 

及 c 5 s («) = O 0 (77) Ss («) # 

定理 20 若 4 ，则 

(n) = r 4 (n) f 

若 s = 8 ，则 

<5 8 («) = lo( - 1 ) n 2 (- 1 )dd ^ 

d \n 

定理 21 当 3 « 8 时， 

r s (n) - d s (w). 


二、题 解 


§ 3 Jacobi 等式 

习题1 求证当 M <1 时， 

00 

n (( 1 -« 5n+i x 1 - s 5n M x 1 一 gsn +5) 

ri 二 o \ 


755 




4-7? (5^ + 3) 

(- 1 ) n <r , 


7 i 二 - OO 



(1 —妒 n+2)( 1 -g5n + 3)( 1 -g5n + 5) 


- A -? i (5 W + 1) 

= 2 ( - 1)n 泛 • 

?l = — oo 


得 


5 3 

证： 先证第一式•取 0 2 代 A - 0 代由提要中定理 6 



oo 

= fj ( 1 —妒 ”）（1 一妒 n —0(1 -妒打一 4 ) 
n = 1 

co . G 3 n 

= 2 ⑷ （-#) 

n -- - oo 

+ w(5tl + 3 ) 

- 2 (- 1 
7 i 二 — OO 

00 

再由 n (1 -沒 5 n + i )( i — g 5 n “）（ i — g 5 ti 十 5) 

n = o 

oo 

=fj ( 1 ^cfon)( 1 一沪 n—i )( i — g5n - 4) 
n i . 


B 

P ' LI 


l 


可知第一个等式成立 • 以0代 L -9 2 代 2 得 
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J] ( 1 —沪 n)( 工 一辽 5 n _2 )( 1 •§ 5 n_ 3 ) 


2 

一 a 

co 

2 


5 、 n 2 

2 A 


(- 


士 


1 ) n 


n( 5 n+ i) 


oo 


义由 TT 


妒 1 


n^o 




)( i - 


^5 n + 3 


)0 - 


兑 5H + 5 


— n\^i 


)( 卜 


q 5 n -2 


)( 


1 — g 5n - 3 


可知第二个等式也成立. 
习题2 证明 


a ( X - f 4 >(i --? 3 •“) 

gi 2 - q^ 1 - q! 2 + qii z + qn 1 ^ q\7 z - . 


« * 爹 


5((1 -3 a x 1 - 0(1 —f 8 ) 

= q lZ - 3 W 2 + 5^ 52 — 74 72 + …， 

证：设尽=# 4 ,那么 

(1 Wi W 24 )(i - 《” 24 ) 


» 4 * 


)• 


[7 (i -尸仏) 


U 二 



1 
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oo 


n (id 


oo 


- n<i - g ^) ( 1 - g 3 n - l ) ( 1 _(/3 n -2) 
n^l 

3 1 

以 - / 2 代 g ， 取则由提要中定理 6 


00 


"[(1 — g 3n ) ( 1 — g 37 卜 0 ( 1 - 2 > 


n 


no . 

2 ( - 


g 


3 v 7Z 
2 


2 


g 


1 


n 


2 (m r 


2 


n (3 n + l ) 


n = - oo 


no 


/ v n(3n- ^ v (3n+1) 

i + 2 (- 1 )n \ g +g 


n 


=i - g-g 2 +g 5 +g 7 -g 12 -g 1 

又因为 g = f 4 ， 从而 


6 


OO 


n (i - « 24n ) 


n 


1 一 f _g 2 . 24 + y 24 + f 24 - f 24 *V 5 . 


2 


故 A ( l -_ n ) 

1 

= 分一 g24 + l-g2.24 + ] + g5*24+ 1 + 4 gT*24+ 1 - ql2*2A+l 

一 ^15*24 + 1 + … 

=g + 《 11 s + - 沒 1” -… 

此即第一式 • 设 g = V ， 则 

(1 -^)(i Wi -a 3 ”） 
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# ■ * 



CO 


11 (1 


n 


CO 


Tim 


n 


用尽 2 代心代 A 则又有 


oo 


n c i — g u ) (i +g n on 


n 



g 


2 


n(n+ i> 


迄 n 


u 


+ 1 


oo 


即 V -1 T < 1 - ) u + s n o a + g n ^ i > 


oo 1 

2 p 


? i ( n + i ) 


n 


7 t ‘ 一 CO 


OO 


显然 lim 厂 [ (l - g n )(1 +g n 0(1 +g^4-l) 


oo 


FT (i - ) 

71 - J 


3 


— LM ^ i 、 ^ n ( n+D 

又闽 2 (- l) n g z 

/ L — — -O 


v ^ 

2(- 1 )u S 2 

n- o 


n ( n ^- 1) 


2 1 )n ^ 
U - OO 


2 


n ⑺ + l ) 




2 卜 ””〆 叫、 5(— ].)m +1 彳叫… 

m m — u 



醜心 


2 re<n+1> 4 n 


n ■- 一 oo 






4 + 


,2 

«■ Art 


g 


2 


n(n -+• l) 


n = -co 


❾ -1; i 2 

， 丄以 = _ OQ 


(- 1)^ g 士摩 + 1> 




2 g， +1 ) K- D” 

丄 n 二 - oo 


nn 


2 q ^ n(n+1) i^L 一 (- A ^ > 

n 二 一 oo 


注意到 lim 

卜 - i 


— (— 1〉n 


(一 l ) n - l «, 从而 


% 


m 

lim ^ t 2 


g 


2 


rK?z+ i > 


2 --n(n+ i) 

(- 1 ) n ng 2 (3) 


?i = — oo 


n 


由 （1)、（2)、（3) 式便有 


/ oo 

(n( i 

、n = i 


以代入上式就有 



(» 1 ) n ng 2 


n(n+ i 


n = — oo 


3 


= 2 (- 1 ) w nqin ( n + i ) 

x n = l u ^ - oo 


1 一 3 g 8 + 5 g 3#8 - 7 q " 




故 5( "["J ( 1 — )) ~ Q.~ 3 沒 32 + — 73 7 

\fi = l / 


2 


第二个等式由此得证, 
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§5 分拆之图解法 

习题1 证明 

' ----- - - - -- . 1 1 ^ _ I n 

(1 - q)( 1 - q 2 )( 1 - ( l - q) 1 

穿 4 + ^ 丄 

( l - q ) 2 ( l - q 2 ) 2 (1_=^( 丁 二巧 町二"？7 2 〜 

5 E : 把正整数《的一 分拆， 按每行左边对齐并依次减少的次 
序排列，例如： 

\ 

19—7 + 5 + 4 + 2 + ly 

I 

舉奉 • 參鲁 _ _ 

I 

I 

• • _ 1 • • 

• • • I * 

i 

畚 • 

如果设该分拆图左上角所含最大正方形的边长为 f (上图3, 
«=19)，注意到该正方形块下方和右方的分拆，可以得 出：对 
任一固定的?，该图表明《的分拆数等于 ft - i 2 按两种方式分成不超 
过 ( 份的分 拆数. 具体而言，就是等于不定方程 

Xi + 2x 2 + ••- + tXf+i/ l + 2y z + ••• + tyt-n - 

(上图为 h + 2 x 2 ^ Zx 3+yi + 2 y 2 + 3 y 3 » 10) 的非负整数解数， 
这就是 

m ■■ ■ > | ■■ ■ ■ _ ■- ■ — ^― -- - — ■■■■_ _ - ■- ■- ■ ■ ■ ■■ h ' J b I m ■ ■ j i_i_i I 

(1 -qVi 1 -g 2 ) 2 … （1 ) 2 

展开 式中#的系数，再由提要中定理2可得 

1 

(1 - 5) ( 1 — Q 2 ) ( 1 - § 3 ) … 

?59- 





66 

2 


t 二 0 


— — - - - 

1 - q l ) 


( 1 - 9)4 
此即所要求证的等式 • 须注意的是， 


.( 1 - V ) 

t = 0对)、 V :的项为 


_ 


习腰 2 用图表法证明定理 n 

证： 本题所要证明的定理4. 4 为：当 M <1 时， 




I +q)(l +q z )d + 2 3 )… 
q Q 3 + … 

_I _ ■ ■ ... .. A 1 


a 


+ m(m+ 1 > 


i 




✓ 


\ y -* 


把正整数《分成不等部分的一分拆，每行从左边开始缩一格排列， 
例如： 

19 =7 + 5 + 4 + 2 + 1 

• • * _ • ! • • 


设竖线左边所含最大等腰直角三角形的腰长为 f (上阁!= 5, ti = 
19), 再注意到竖线右边的分拆，可以得出：对任 •闽 定的~该 
图所示把〃分成不等部分和的分拆数为 

f(f + l) 

n- ( 1 + 2 + ••* + 0 -« - ~^一 


不超过 t 份的分拆数，这就是 


2 


1 > 


d - qV(l - ^ ) 

展开式中 f 的系数 • 再由提要中定理 4 立得 


+ ^)(1 + g 2 ) ( 1 + 3 3 ) 


參 » ■ 



Q 


2 


t(t 


0 


1 - s f > 


160 



此即所要求证的等式.须注意的是，对应的项为 1* 


7 平方和问题 


习理1 经由以下之办法算出 


2 




由四维空间球 


U 2 + v 2 -\-w 2 + z % ^x 


中之整点数幻之渐近公式 


2 


A(x) 


x 2 +0 



3 

2 


并用定理 2 以求出另一 表法. 比较之而得习题中所求. 
证： 由定理2 (即提要中定理 10) ,四维空间球 

U 1 + V 2 + W 2 + z 2 

内的整点数可写成 


A(x ) = 2 咖 28 2 


m 


n^x 


n^.x m w 

4 七 m 


I 8 (| 

8 - 3" 


2 伽 


im\n 


2 》 

n^x mj?i 


3^2 2 


m 






dd f ^x 


x 


设 

那么 


: i 


6 


〔AO 


cn (.r/<h 


da^x d - I d 


d - 1 


x 

d 


m 




—6x z + O(xlogx) 


同理 


2 ^ 




32 


6x 2 + O(xlogx) 


从而 ^ 


2 


ClG 


“2 

a id/ 


d 


8 • ~~ 2 -* 32• 2 +0(xlog^) 

3 dx 2 + 0(x\ogx) 


又由题设 


A(x) 


7 t 


1 


2 


+ 0 


2 



A { x )^~ 


2 


结合 （3) 可得 
故 


3 6x 2 



3(3 二 



— ■■ 

2 


> + O(^log^) 

( 

( 



\ 

此即 



把 j 代入 （3) ，就能得到较 

冗2 / 3 

A(x) = + x 2 

更精密一些的 结果： 


习睡2 


A(x ) =： 

算出 



X 1 + O(JflogA) 





^36 





证：设 

则上式可写成 


xr 


Uy 


1 — 妙 


r y 1 

?i = 0 


3n + 


r^r^i 

u 二 o 


2 


3 n + 2 


36 3 


no 

2/卟 


u 二 1 

3 十 n 


从定理 5 知，当 0 是一实数而非 JT 的偶数倍时 


/ 1 

、 ^ ctg^t^ + u l sin0 + w 2 sin20 + 


% 


2 


ry^\ 


L Ctg 士 0 


C 0 -i- ^\JkcoskO 

k ----- • 




H 3 



此处 C 


0 


60 

XT ' 

2 j nUn 

n l 


Ck — ( 1 


«fc 


k) 9 Jc> I 


在 （ 2 ) 式中令 d =~^~，由 sin3w = 0 ， sin( 3 « + 1 ) 


3 


3 


\J 3 . y 2 % 

2 > sm(3/z 十 2 )~Y" 


\f 3 2 it 

一 2 —， cos 3« • - 「 


cos (:切士 1) 


2 7 t 


3 




2> 

n = o 


3 n 


可得 

on 

4 - 

2^31 


2 


n = o 


36 


2, 






3 U 


n 


r、r 飞 

12^ 
0 i 

z^rn 


36 


6 


co 

2 


nu n 


!2 


« 3n ( l + 〜 


?0 


n 


v/ n 




，t 二 l 

3 抑 


1 1\( 1 + W 


n 


2 


«) 


36 3 


\ T ^ 

+ 



n 


r ^n 

3n ( 1 + 〜）- 2 2 ⑽ 3n 

^-i n=i 


^ oo 

1 + «n ) + A 2, • 


3 十 n 


n* i 

3 七 n 


(3) 
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oo 


由于》 


n 


U 


n 




2 


n 


n 


x n 

] - x 11 


x n 

l : x " 


on OO 

^d ( I ^ x n ) 2 

4 _. \ 丄 * JM __ -■ Jk/%n _ 


n-i m 


mx nm = m 

jT. ^ 

m = i u = i 



-mn 


^ xm 

> m -^ - 

1 —: 

m = l 


2 


t y ， nil 



j^j … x^t n 

m = l n = i 




问理 2] w sn (1 + W 3n) = 2) 
«=l n^i 


nu 


3n 


因此 


4 


2 v ( 


+ 


"2 


mi 


n 


in y . ^ ***'3n 

n = i ° ?i -1 

3 七 n 


⑶ o + 叫〕 


(1 + w 3 n ) - 2 ^] w 3n(l 


u 


VI 


n = i 


n 




XT ' 

X J { n (1 


^ 77 


u - 1 

3 七” 


oo 




rj ^^W 3n (l + « 3n ) ™ ^ ^] W U ( 1 + W n 


N 




3 七 n 


r ^ ^ 

+w 


n 


r ^r l 

2 / nw n 


n 


n 


把 （ 4 ) 代入 （ 3 ) 立得 （1 ) ，即本题结论成立. 
又：如果设 


x 


X 


1 


X 


X 


2 


oo 


1 一 X. 1 ^X z 1 1 -X z 1 1 — 欠 


Z 


5 


^ j ( n ) x n 


n 


(4) 


765 



X 


1 -x 


2 


X 


4 


X 


5 


1 - ^ 1 — f 1 -X 4 1 — X 

则原题等式 变成： 


5 


\ T ^ 

yr ! ( n ) x n 


lil 
~T 十 ~~ 

36 3 


x 


o 

0 


oo 17— 1 

2( r i ⑻ + 3 2 r i( n - W 


U = 2 


no 


36 


+ ~x 


^] r ( n ) x n 


(5 


n = 2 


容易知道，此处 rO ) 是 n 的形如 1 的因子与形如 3々+ 2的因 
子的总和， 〜（ w ) 是《的形如3&+ 1的因子数与形如31+ 2的因 
子数之差.形式幂级1：的用途彳艮多，比如我们可以用它来确定一 
次不定方程整数解的个数（第一章第八节习题 3) • 通过本题， 
还知道可以利用它来证明一些关于数论函数的恒等式，而证法比 
较简单和明了，例如从 （5) 式立刻得到 


7? — "I 


r { n ) 


〜⑻十3 n > 2 


特殊地， 
得 




时，由于，(72)二7^(«) 




n 


0, n > 2 . 


习题 3 利用 


(] _ cos «0) ctg 2 士0 二 （2 打一 1) 十4 (71— 1 ) cos 0 
十 4( n — 2 ) cos 2 d + + 4 cos («— 1 )0 + cosk 0 


以证明 


ctg 2 + 0 


] x 2 

i2 + r^x ( 1 一 cos0 ) + Y-x 2 (1 - cos20 > 


X 


3 


1 


(1 一 COS 30) + 


2 


2 


J ct ^^ 6 + n 
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3 




12 11 — % 


( 5 + cos0) 


¥ 

— 9C 


2 


( 5 + CO S 20) 


3 3 x 


3 


1 一 ％ 


3 


证 


(5 + cos30) 


xl 


_ 


^ = rr ^ r » 则上式变成 


Ctg 2 +0 + 


12 


^ 、 2 

^]nu n ( 1 - cosnO) 


n 


( 丄 ctg 2 士 0 + ▲) + 為 %(5 + cosnO) 


(1 


因为 


CO 


ctg 2 士 0 + 


12 


^^ n(l - 


cosk 


6>r 


ctg 2 士 0 


n = i 


2 


no 


12 


^ctg 2 ^9 *nu n ( 1 - cosnd) 


n 




CO 


+ 


l^u hl a ^ cosnO) + 2 yrimu m u n (l - cosw0)(l - cosn0) 


u 二 


m 二 i n 


并且 


r KJ 

™ cosH0)ct g 2 +0 


- 


OO 

2 


nu n 


(2 w — 1〉 + 4( 打 — l)cos0 + 4( 打 — 2) cos20 


n 


+ *.* + 4cos(h - ] )6 + cosnd 


f > 


OO 

^di n ( I - cosnO) --- 1 ^nu n -~ R - ^^u n cosn9 % 
i 6 n^ i b n^\ 
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oo 


2 ^ mnu mU 71 (l~ cosmd) (1 — cos«0) 


in-i 


oo no oo op 

2 2 rU71MmW «^ 2 ^ ]itlu niU n (co$md + cos7id) 

m^in^ x 1 = 丄 


+ 


CO 


2 


2 仙川如 (cos(m- n)d + cos(m + n)d 


m - i ?z 


所以 


on 


ctg 2 +0 


8 … 12 


2 n ^ (l 一 cosnd) 


2 


C 


^ V 2 -a 

tg z -ird + ±^ +j 》 2w 一 l 〉 wtt n 


n 二 


CO 


CO 


n >: 打 2 "n 2 + ~p + ^^/--kcoskd 

m 二 i n = i 4 n = i b ^ 


n 二 i 


tc 


ctg z -i o 


2 


12 



oo 


nu n + 




n 


n 


CO oo 

+ 2 2 


GO 


f _ m u n h y ^]n 2 u n 2 + ^Ckcosfcd 

Di - i n -1 ?i- I k = i 


其中 Ck ^~ ku k +- i -^4 ( k + l ) l u 



k-^l ™ 2 〉 M k nu n 


6 


ku 


OO CO 

； c + 2 2 

?n = i n = i 
in 一 n = k 


CO 


mnumu u 


2 » m 仙 m zm 

，n = ] n 二 l 
m + n = fc 


12 


ku k + + + 


WM /2 + 
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+ > (k+ l)iu k “u r i~ 各 l)u t ui ， 

l -i 1 Ui 

另一方面 


12 


00 


a 


( 5 + cosn 0) 


n - j 


oo 


oo 


12 


\^2 n ' u 


n 


12 


^n 3 u h cosnd 


n 


所以 （1) 式成立的充要条件是 


5 


oo 


12 




n=a 



仙 ;? , + 


n 二 1 


2 


oo 

2 


n 2 u n 


n 


oo 


oo 


2 2 


oo 


+ 夕 2J mimu 

— 1 ?t — 1 打 




2 




- 2 ^« fc 2 wa 


oo 


fc— 1 


+ ^ (k + l ) lu k + i u i 

下面只证 （ 3 ) 式，用类似的方法可证 （2) 式, 
丙为 u k + l +u i u k + l =u k( u l- u fc + l ) 

¥/ c-z = « fc(l + 巧 +« fc _ z ) 

所以 （3) 式右 端为： 



OO 


12 


^(k + l)l(u^ - + j ) 一 


2k 



nu 


n 


n 


A. - 


2 




j +u i + u k ] 


= ： u k (^k-^k 2 /w / _ ^2 ( ^ + I)afc + /+i：2 

i= ! 1=1 1 

oo oo h 

+ 2 2 /2 tt fc +^ ~ 2 A ：2 ntt » + \ k . 

l = i t = JL 1 1 

k 一 1 飞 k - 1 fc-1 

+ \ k ^ lu i + Y k - 1 - T 2 /2 

乙 i:l 1=1 * 5=1 

- 1 ^ 「卓〜-） 

^ /-I i -1 

=(^4 + 5) w ^ 



其中 ^4 ^~Jc + k 

16 l^i 





(k + l ) u k ^i 


oo 




2- 2 ^2 

U l n=^l 



因为 


oo 

^ yi z u 




= 





和 & 

找 - i I = J l-l 

所以 Z = Yi k + k + 2 k2 2 Wfc “ 十 

n -i Ul ^ 

+ 2 左 2 〜 +/ -找 y^H 

t = 1 W = 1 



= i^ +2 、 S] (U/ ) w fc + Z-^ ： 5 ⑽"+ k y,nu n 

L ^ 1 n = i n^x 

k 

+ 2 w 、 

n - i 


= 合 m 么广 汉 》 z - 汉 2 wa » 

1 / = 1 n^i 

Jc k 

+ k ^ nu }l + ^ n 2 u n 

” =l n = j 

= ~ k 2 /w / + 2 n * a « 

i - i w = i 


177 



k 


此即 ^ 


12 


k 


2 /7 ” + 


n 


n 


又因为 


▲2 

l = i 

k-l 


(k 3 _k 2 ) 


4 


12 


( 2 P — 3 ^+/:) 


和 


羚- i Ic _ 1 

2 叫 + 2 匕 h 

Z-l 1=1 
jc — 1 /c - 1 

— 2 a - 0z v 


k 


k 


2 "， 


fc- 




k-t 


V ~ 1 Jc - i 

2 2 /u i + 2 2 

i^i i-i 


紀一 i 


|r - i 


fc 一 


Jc - 1 1c 一 1 

h 式關 t 2，"「2 a -° w fc 


且 2^ + 2^- 1 


卜 1 fc - 1 n 】 

2 ( ic -/)2 W / c 」 +2 々2 /Wfc_? ~ p ? Wfc 」 

i i — i ij —-1 


Vr 


^ S K l 2 u 


^ - 1 ^ 1 
2 n-p 


Jc - ^ k - : 

("上式用到 r - 》 k - l)Zu k 

\ t _ i i - I 


k 


所以 B 


( m -&( 2fc 3 


3 k z + k ) + k 2 


lu 


T72 




此即 B 


k z 



fc-1 




故 a+b 


厂 k 


% 


u 


n 


n 



k 


k 3 + 


k 


ir t - 2 /2 h 


k s 




从而 （ 3 ) 式右端等于 


(A + B)u k = ~k^u k 

这就证明了 （3) 式. 

又比较 （2) 式两端 w 的系数可得 

5cj 3 (k) = ( 6 «— l)a ⑻ + 12^i(w- f) a (o 



a 3 (n)^ 2" 3 ， _ 卜 2 人 

a I n a I n 

而利用形式幂级数的相等，还可以得到一系列关于数论函数 
<T X (?0 的恒等式，例如： 

n- I 

a 7 (n) = o 3 (n)+ 120 ^o s (n-t)o(t) 

t " 1 

n- i 

Ha 9 (n) = 21o 5 (n)-10a 3 (n) + 5040^0 5 (n-t)o s (t) 

t = i 

以上二式，请参阅 《Modular Functions and Dinchlet Series in 
Number Theory)) 一书中第六章的练习 • 

§8 密率 

习睡 1 命 s== 2 r. 若 r 是偶数，则 

(1 -2- r )“r)S s (2W) 

^n / -i-^a r _ 1 (n / ), 

« (1- 22-^+ 2<i- r >< t + 1) (2 r -l))(l-2 1 - r )- 1 n /1 - r 

若 r = 0 

a r _ 1 (« / )> 若 T 〉0，2| 卜 

若 C >0，4 |r 

若 r 是奇数，则 

I(r)S s (2V)= ( (^) + ( Z T") 2(1 " r)<T + 1) ) 

= n'Wp r 一 〆 ） 


此处 


no 

L(r) = 2 



X ⑻ 

nr 



而 X ( w ) = 0, 1，0, 一 1 ， 当 "3 0, 1， 2 , 3 ( mod4 ) 时 

又 • 


P t ( n ) 


证：设 k =2 tw ’， 2七 

(一）且 r 为偶数时 ： 

1 ) 若 t = 0 • 设 2 r M s ^2 r 
定理18 


J (二沙 . 


4 r i > 夕>2 且浐 i || n * 由提要中 


d pW = ( 1 -p-2r x )(p Xl ) -(2r 1 -i)a 2ri ^ 1 ^ tl 


和 




IT (i -乡- s ) 


p 


FT / 、 n / i^2r 1 

ll 2 夕⑻ = 


此即 




a 


i^> 


又由提要中定理 19 9 z ( n ) 




1 


所以 （1 -2 - r )£( r ) f | ^ p ( n )=： n n - r o r ^ 1 ^ n /y 

P 

(1 -2-O^(r)S s («0 = « /1 ~ r a r _ 1 (7iO 
2) 若 C >0，2|| r . 设 r =2 r 〗，2 七 r " i ‘=2 r *=4 r “ 
由提要中定理 18 * 

' J] 2 3p(n)= Cl -2-2r t )^( 2 fJ' a 2r l - 1 ( n， ) 
由提要中定理 19 

^z(^) = ( I — 2 ^ ^ 2 r } 屮 + i )) 

(il — 2! -%) - i 


因此 


(1 -2~ r ) Ur ) fj 9 p ( n ) 

P 
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=(1 ^2 2 - r +2( 1 - r)(t + 1) (2 r - 1 ))( 1 -2 卜”） 一 1 
n f 1 ■- r a r _ 1 (« / ) 

此即 （1 -2- r ) S ( r ) Ss (2 T n ') 

= ( 1 ^2 2 " r + 2< 1 - r) < t + 1) (2 r - 1 )> (1 - 2 卜 O— 1 


n f i-ro r ^ 1 (n f ) # 

3〉若 t 〉0 且 4| r . 设 r =2 r ” s = 2 r = 4^ i » 2\ r i9 乡 > 2 ， p x 1 1| w . 
由提要中定理 18 

Ff 9 p^ = ( i _2-2r t )^(2r~) a 2ri-l^^ 

少 >2 

由提要中定理 19 

2 % ( n ) = (1 — 2^ ™ 2ri ^ T + (2 2ri - 1))(1 - 2 1 - 2ri 〉 -1 
所以 （ l -2_ r ) C ( r ) S s (2 T n ') 

=(1 一 2 ( l- r)(T + 1 ) ( 2 r - 1 ))(1 - 2 i - r ) - 饴 ’ 卜 ^ 一 〆 〉. 

(二〉 若 s =2 r 且 r 为奇数 时： 先证明四个引 理. 

引理1 设2 e 2 xian / q ， 过 g 的一缩系 • 如果 

(a,g ) 二 1 

■" i 

s = 2 r , 2七 r ， 则 

A z ( n ) = 0 } 

A t m { n )= 2-< m - 1)r C z m (2 m ^ 2 r — ti )， m > 2 # 

由第 7 章第 5 节定理 3 可得 


A z ( n ) = 0 


由第7章第 5 节定理 7 ，当 2 十《时有 


m 


2 


m 


2 


e 2^iax z / 2 


( 1 + i a ) 2 z f 若 2 1 m 


x 


2 


m + 

~a 


，若 2 七爪 S ^> 1 


1 ) 当 m 逄偶 数时: 
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in 


Anm (7 l ) 


2 


in 


2' 




2 sn 


e 2 7iiax 2 /2 m 


li 


e 2 nian/ 2 m 


a 


- 4 . 


2 


m 




2 

1 

2 -pa 


m v 2 r 


2 Zrm 


1 


/ a ) 2 2 


C- % nian /2 


m 


% 


m 


2 

a = i 

2Jjra 


2 rm 


Cl + 2 i a + 1 2a ) r c-2^ian/2 


m 


2 


m 




2 <m- i)r 


^jar e ^2nian/z 

ct ^ \ 

zJfa 


m 


2 


m 


JT . 




2 ⑽ - i)r 


G = i 、 / 

2 七 fl 




2 m 0 2 4/ m 

2 m (2 r-n)i/ 2 


2( 饥 - IK 


— 1 

2 -^a 


2 (”卜 i)r 


广 m— 2 

C 2 m ( 2 r - n ) # 


当 m 是奇数且 m > 1 时 


2 


m 




A 2 m(n) 


y i ^ 

a 4[ 22 嫌 V 


m^r 

2 


a 


e 


2t * ? fffan/2 m 


2 Jta 
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m - 

2 冗 

_ ) 1 

2 


2 (m-i)r 2( r 

2 >a 


ar 


2 jt ian/2 m 


e 


m 


(ni- i>r 


5^ 2 ffia (2 m 

h e 


2 


r™n)/2 m 


a-1 
2 ^a 






由 1) 、 2) 即知，当 2 时， 

^ w (n)= 2-(_i)»*C 2 m(2^-2r-rO. 

引理 2 设 rt=2fn , , 2 ^rn f 9 如果 s=2r 且 2 七 r , 则 

〔 1 — 2 (i~ r > (t + D ，若 2 1 卜 -w' 

M«) = \ 1 + 2 a-n (t+i> ， 若 4 \r-n f 

第 7 章第 4 节定理 4 给出 

广 2 m_2 w -] ， 若 2 m \ 2 m ~ 2 r-n 

C 2 m(2m-2 r - W )= -2^-1 , 若 
2 L o 若 2m_i 七 2 fn - 2 r - ii 

又因为当饥〉 2 且 m ^ T+ 2 时， 

从而 

C 2 m (2 m ^ 2 f ~ fl ) = 

故由引理 1 有： 
i) 当 t = 0 时， 

OQ 

d t (n) ^ 1 + 2 A 2 m(w) 

m - 1 

■- (fYl _ 1) T* 竹 1 一 2 v 

=1 + 》 1 〜 n (2 r_«> 

m^2 



=1 +2 - <2-i)rC 2 ， (22-Zr-n / ) 

=1 + 2- r C 2 i(r- n f ) j 


因为 


C z i (r-n f ) 


2 


9 


2 


2 i | r - n ' 
4 \r-n f 


故 ^2 ( W ) = 
ii) 当 T> 0 时， 


1 -21 - 厂，若 2 \\ r -n f 

1 +21 " r , 若 4 |r-〆 


d z ( n ) = 1 + 2 /2 m ( n ) 

m = 2 

^ - (m-i)r 、 

*1 + ^2 C 2 m(2 r —n) 

m-2 

=1 + 2 _ (t + 2_1 ) r C 2 (2^ + 2_ 2 r _2f n^) 

=1 + 2 -^+i)r C 2 (2t (r-n r )) 

= 1 + 2 ™(r+l)r # 2tC 2i (r-n") 


2 - (t+1 ) r + rC 22 ( r - n " 


1 — 2( 卜 r )( t ^ 1) 


+ 2 ( 1 一 (T + 1) 


若 2 Hr-n 
若 4 I r — 故 


由 i > 、 ii > 立得 


a !( n ) 


1 — 2<1 - n(t+i), 若 2 ||r - n’ 
1 +2(1 若 4 \r-n f 


弓 I 理 3 如果 s=r 2r，2 十 r ， p^>2 f 并且 # T] ||n ， 则 




1 


X_(P) 

—P— r — 


)( 云 A ) 


(p r ^) 1 ~ r Pr- i ip x ^) 


nn 

因为 ^(«>= 2 A pl (n) = 1 + 2 A Pl (n) 

/ = 0 i - 1 



1 


A p i ( n y - 2 


a - i 

夕七 a 


㈣ 


✓ A 

(2 


e 


2 


Jtiax^/p l \ s e ^ zxian ^P l 


K 

2 

a - i 

P ^ Y a 


P l 


pin 


(2 

X - . 


€ 


ZKUIX 1 ^ 


2 r - 2 冗 ian/pl 

€ 


又由第 7 章第 5 节定理 6 有 


pl 

e 2xiax i /p i 


a 


(f )0， 若 W ^ l ( mod 4) 

1 

乂 (在）少 2 ，若 〆 - 3(mod ^ 


因此 （2 


e 


2«iax z /p i 


2 


p rt , 若 W 气 1 (mod4> 
一 p rl , 若如 三 3 (mod4> 


此即 


(2 

X - 1 


e 


iniax z /p i 


%r 


pl 


)〆 


从而 


P l 

2 


^ pl ( n ) - ^ pzrl y p i 

(. 4 ^ ~ ■ 3 L 

pJfa 


i. \ P rI 


g-2«ian/p^ 


P l 


^ 1 / - 1 \ - 2 nian/p l 

2 d p r i \ ^ / 


a 


P 扣 


jrOw C ^ l(ny 


故 V ”) 




i 


2 ( 


R - f ■ ■■遍 

P l 


rl Cpi ( n ) 


— 1 
2 a pi — 


rl 



pt-lj~ p- r(n + 1 )7>T ： 


no 






引理 4 




+ X(P) .X(P Z ) . X(P Z ). 

pr p2r pzr 



X(P)\ 

■ — • — ■ ■ i . ■ 

P r / 


丄 ％(mw 1 x(p s )-x(p 2 )x(t >). 

p 二 r pzr ^ + 


h 


X(P 71 ) -X(P R - 

p^r ~ 


^XiP) 




又因为 1 (mod 4 ) 时， 

P n = ~ J (mod 4 ) 

X(P n ) = X(P n ^ i )^X(p)^ 1 


181 



: 、 ! 1 左三 3 (mod 4 ) 时， 

= - ^-1( mod 4 ) , 

X ( P ) = - X ( P n ~ 1 ') 9 X ( P ) = - 1 
此即对素数 i >, 总有 

X(P n )-x(P n ~ 1 )X(P)^ 0, n>2 (2) 

故由 （1) 、 （2) 可得 

n( 1 - [#) = i 

由以上引理可知，当/时， 

•L(r)S s (2rn’ ） sJXrq 飞 ^p{n) 

P 

=(1 ~2(i i ~ r p r _ t (n f ) 

但 2 | lr - n , 给出— (— n " A ) = ) 

从而 Ur ) = ((^ L ) + ( — r 1 )2(1 - r >(” 

当 4 | r -?!' 时， 

I ( r ) S s (2 t n ") = L ( r)fJ ^( n ) 

P 

=(1 +2(1 - 物 + i>) (^>~) n/ 1 -* r P r - !< n， > 

但 4 | r - n ' 给出 (= ( ― +) 

从而也有 

L ( r )= ( ( -7^) + ( ~ r ~ ) 2<1 ^ f)<t+1) )〆 1 " rp r - 〆〆 ）• 

故 s =2 r ， r 为奇数时总有 
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t(r)S s (2^n , ) 


=((^A) + 片 ) 2( 1 _r)<r+ D )〆 1 ，卜 !( ， 〆)• 

习题 2 证明 

<5 2 ( n ) - 2 r 2 ( n) t 

证：在求方程 

x z + y 2 = n = 2^ n ' 9 2 十 〆 

的整数解的组数时，总可假定 1 (mod 4 )• 因为对任一组解 
x 、 V ， 可设 (A ^)=1, 从而\ 不能同时为偶数. 

00当 X 、2/—奇一偶时， t = 0,从 

X 1 + y 2 ~ 1 (mod 4 ) 

知有 w/ e 1 (mod 4 ) j 

(幻当 l g 同为奇数时，由于 2 ilV +2/ 2 , 就有从而《 
=1 ( mod 4 ) • 因 〆 三3 (mod 4 ) ,给出2 = 6 (mods )，此 

不可能. 

引用习题1的记号，在本题中 就有： 

s = 2 • 由 s = 2 r ， 有 r = 1 • 

因为 L ( r ) S s (2 T n f ) 

=((¥) + (V) 2(1 _ r) ( T+ D y 1 

并且 D- 4 - 

4 

n ; i " r — i 

P T - I (W 7 ) = Po ( ) = 2( I ) =( 沒 ) 

q \ n f ^ qin 


m 



乂 ty 为 k’e 1 (mod 4 ) 时， 

((:,) + (V) 2<i - mT+n ) … i = 2 

再注意到实密率 

(«)= 

(丄- 

\ 2 

从 d 2 ( W ) 的定义立刻得到 

d 2 (n) = 5 0 (n)S 2 (K) =r zS 2 (n) 

=咒令 2 .2 伽 = 2 ( 4 2 价 )）= 2r 2 (w). 

yr« q\n 

习题 3 证明 

^( n ^= 16 ^x (- ) d 2 - 4 yx ( d ) d \ 

• / 贫 

证： 本题 s =6， 由 s =2? •得 r =3. 设 K =2 rw /， 2打，•因为 
L(r)S s (2 r n / ) 





x - n ( r + l ) 



(«') 


并且 


厶 （3) 



Jt s 

32 



- n ( T + l ) 




)- 


4 ( 言十 1> 


心- 







龙 3 


2 


U4 



故 


(5 e ( 72 ) — a 。 （ Tl ) & e (n) 


2 


32 


7t 


3 


(( n 1 ) - 


4 (T+ 1 ) 



-16 * 4 r 



) 2 ( 


a 


) 〆 - 


4 



q\tv 




d e (ii) = 

( d ) d l m 



第九章素数定理 

一 、提 要 


走义设 O 0 ,令 


容易得到 


定理 


= 2 log ，， 

P^：x 

^{x) = 2 Mn) = 2 logp. 


1 

ip(x) - d(x) +d(x 2 ) + d(x s ) + 

♦⑴ = 2 〔隱〕 10 执 




p^x 


1 t{x) 


logx * 


此定理称为素数定理. 


定理2 


lim 


n(x) 


x(logx)- 1 


lim ㈣ =lim _ 


由定理 2 可知，若要证明素数定理，只需证明 

4( X ) 


186 


或 


0(欠> 〜 x 

定义 用5=0^々表一复数， a 及 t 为实数，级数 



(o> 1 ) 


称为 Riemann C 函数. 

定理 3 当时， t(s) 是一致收敛的. 
定理 4 设; 0 1 ， 则 


6(x)\ogx+ K 4 )logP= 2xlogx^O(x) f 


2 ^ Z P+ ^log^logg= 2 x\ogx + 0(x)^ 

p^x pq^x 

定理 5 若 fc > o , z > o , a , /)= i , 则形如 i «+/ 的素 


数个数无穷. 


定理 6 若 k >0, Z 〉0, 则 


2 

p^x 

p =l(modk) 


~ 0 j t = ^ k ) logx+0(l) - 


此处和号表示对所有不超过 r 的形如的素数求和，与0 有关 
的常数仅与(有关.显然，定理6较定理5强些. 

若用; r ( x , k t l) 表示在等差数列 fcn+Z 中不超过 x 的索数个数，则现在己经 ]£ 明 
了： 

对任意 固定的 IE 常数 A , 如果设 fc < log A JC , 则 


7t{x^ k ， I)- 


Hx 

V ( T ) 


+ 0( 对啦） 


其中 c 为一正 常数， 此定理是解析数论中的一个重耍定埋，它是经过 rr 多 数学家 的努力 
才得到的，是研究 Goldbuch 猜想的坫本定理. 

又 - r 索数； i ： J » 也心很多改逬，例如在许多家的努力 K ^ n I 


1 S 7 



n s 

7 t(x)^\ix + 0(e-clog ^xdoglogx) 5 ) 
其中 c 为正常数. 

二、题 解 

§5素数定理 


习题1 设 N 表示第《个素数.试用素数定理证明 


lim 


Pn 




nlogn 


_ 


反之，由此也可以推出素数定理. 
证：在定理1中取 x = h 得 


龙（夕 W >〜 


Pn 


log 夕: 


此即〜 ^nlogp n 

又因为 loglog^„ = O (\ ogp n ) 

所以 log 〜 —logn + loglog^ 〜 logn 


把 （ 2 ) 代入 （ 1 ) 立得 


lim — T — —= 
n+oo nlogn 


下面再证明，如果 （ 3 ) 成立，则定有龙(幻〜 


设 ，则 

n = jr(J n X ； r(Jc)<jr(^ n+1 ) = n+ 1 


故有 



<啤< 



n+ 1 

Pn 


( 3 ) 式给出 P n ^ x 〜 （ n + 1 ) log ( n + 1 )〜nlogtt 


( 2 ) 

(3) 


( 4 ) 


m 



〜 nlogn 〜 （ w+ 1 )log« 


即 


穸 n+ 1 log« 


Pn 


logn 


把上面二式代入 （4 ) •得 


7t(x) 


logn 


又 ikPu < x < p n + :^町得 

log ^,< log ^< log ^ n+ x 
由 （ 2 ) 得 logp 、 〜 log/? n+ 王 〜 logfi 

从而 （ 6 ) 给出 logx 〜 logn ， 


结合 （ 5 ) 得 


7t{x) 

X 



- m— - I, ■ ■ ■ 

logx 


此即 


习題 2 


k{x ) 〜 


- r 

log %. f 


试由素数定理推出 


M(x) == 2 ti(n) = o(x). 

n 

证：因为 


A ( n ^> = 2^(fi?)log~= log«2^(f/) - ^^i(d)logd 


u, 


二 一 ^ li ( d)logd 

*1 

从而 -/^(n)logn 是 yl(n) 的 Mdbius 逆变换，所以 

一 /i(ti)logn = S 4 (l) Aid) 


因为对任意的 A > 0 、 n > 2 都有 


(5) 

( 6 ) 


( 1 ) 
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1 


o, hx n <f lo g ft ^ 


因此 


ft- J _ . 丄 


dt 


u z 


<4 "l2±ldu = ^ 


J ^ 


1 


hx 


所以 2 lo S 三 = 0 ⑻， ^>° > 

it 

n^x 

故 2 ^( n )^° s '~ = 2 iog -~) - o { x ) 

n^x 

即 Mix) logx= 2 ^(w)logn + 0(A；) 

tt^X 


命 ij)(x) - x + R(x) 
则由素数定理 寸 ⑻〜 X 
可得 

由 （ 1 ) 、 


R(x) = o(x) 

( 4 ) 得 

2 .( n ) lo g n = 2 2< j ) 

n^x n^x a j u 


fi (k)A (d) = 2 抖⑴矽 （ f) 

xco 


k^x 


20 X 〔 

K^X 


X 



( 2 ) 

⑴ 

(4) 



肉为 2^ a ) CID = 2 2 tta)== 1 (6) 

k^x n^x Jc j n 

又从 （▲) 可知，任给 e > o , 都存在正常数 w ， 当尺时， 
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I 及(义 )| <找. 而从定理 9.1. 2 易证，存在正数 刀， 对于 欠>1， 益 


有 \ R ( x )\ < Bx , 


因此 


1 fc<：r 


< 2 醜〕) 

k^x 


< 2 <D 

k^x/N 


X 


< ex \ ogj ^ + Bx 


+ 2 B 

x/N<k^x 


(logx-log 吾 ) 


X 


+ 0(x) 


=exlogxi- 0(x)^ 

由于 e 可以任意小，从而上式给出 

( K 〕） - o(Arlog^) 

k^x 

把 （6 ) 、 （ 7 ) 代入 （ 5 ) 得 

- ^t(n)logK — o(xlogx) 

n^x 

再由 （2) 得 一 M (幻 logx = o(xlog 幻 
故 M ( =0(^0. 

M(x) ^0(xe~ c >/logx) * 

/ 3 - e 、 
M ( x ) = 0 (xe - d ° S 5 ^ 

| M ⑺ !<V 7, 1 •** 


习題 3 试由素数定理推出 



2 


u 


M ⑻ 
n 


0 


_ 


证：设 N ， 


2 t 


4 » _ 


P _ 足不超过正整数 W 的所有素数 


* 《解折数沦搖咄》 （ 氏拉楚巴箸）第50贞和第73页指出_ 
* • IVlrrtm 消测. 
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di U 是合条件# WiV 、 f + 1 > iV 的正整数是关 

穷乘积 



N 

的前 iV 项积，即： P N 

Z — 1 

由定理 5.4. 5 P = 0 

可得 lim P^v = 0 . 

N+oo 

从素数定理; r ( iV ) 〜-知， iV ~> oo 时，必定有; r ( N )-> oo ， 因此 


{ P ^ m } 是 { Pn \ 的一个子列.从而有 

lim Pji ( N ) = 0 


N+oo 

显然， P 兀 ( N ) 可以写成 


Ptt ( N ) 










fi(2) fi(3) 

~2 T 


li ( N ) 

N 


fi(NU(N 




N z 


+ 



Qi 


夕 … p 


x(N) 




ai ^ a n ( N ) 


P - *“P 


龙 （ N ) 


K 合条件 


<2 <3 <‘"<N<Nr“<p a ;C 


( 2 ) 


(3) 
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因为 h ， …， 是不超过 iV 的所有素数，所以 （2) 式右边前 


N 


/ V 项和就是2 ^ - 如果设 

n - 1 


R(N) 


f ^( N x ) . fi ( N z ) 

lv , + iV 2 + 


+ 



0 ^…广 ( N > 

1 JT(N) 


.—»■ -•--l 


ai 

p …乡 
1 


ff(N) 


那么 （2> 式可以写成 


N 


2 


从 (w) 




n 


n 


Pjt(N) — R(N) • 


由 （3 ) 容易推出 


lim R(N) 

N+oo 


故把 (2 r ) 式两边取极限并利用 （1) 、 （4) 可得 


N 


lim ^ = lim ( P^t(N) - R(N) 

IV+oo ^ N \ / 


n - x 


limP^(N) - lim 犮 (AO 
N+oo N+oo 


(20 


(4) 


此即 


习理 4 


CO 


li ( n ) 


么 n 

n - i 


，定义 


oo 


讨论： 利用 Abe? 变换可以 证明： 若 = 0 ,则 M ⑻ = 0 ( X ) 9 而 《Introduce 


n 


ion to Analytic Namber T/iwr//» —书第 94 页又指出： M(x) : o(x) 叶以推出 + Cv> 


CO 


弋 因此素 数定 理， M ( X )^ 0 ( X ) 以及 V m 二 0 是等 价的 , 
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o(n) = ^， Q(n) = Ci + + **• + flfe. 

命 沉 k ( x ) 二 1 ， ^ fc (^) = 1 ， 

? h^jc 

o(n) =fl(n) =fc 

2 log(Ufc )， m ⑴ = 2 i 

Pr”V k Pr，.Vk < x 


(注意：此处之求和号表示过素數^1，…， h ， 而具有性质 h … 
Pic <乂者， 同一组01， …，办若次 序不间亦算作不同〉 

试证； 


fjfc ⑴〜 Mloglogx)k^ 

(jfc>2) 

0fcU) 〜 

^kx(loglogx)^^ 1 

(Jk>2) 

JTfc ( 幻〜 Tfc(X) - 

x( loglogX)fe - 1 
" (k- 1 )\iogx 

(Jt>2) 

证：以 表示 - 



tl = 

Pi ."Pk 

(1 

所能表出的个数，则有 




IT / cW -2 Cn 9 O k ( x ) - 2 Cniogn 

n^x n^x 

如果 （ l ) 中的^均不同，则仏=幻（在荏何情形下均有 cn 
< k \) . 如 n 不是 （1) 的形状，则 Cn = 0•故 

女! jr / c (%)< nfc ( x)<h T fc ( x ) ( fc > 1 ) ( 2 ) 

对于0 2，考虑《表成 （1) 的形状时至少有两个 P 相等的 情形， 
这些的个数是 

tk ( x ) -冗 fcOc > 

每一个这种《都可以用 Pfc - 1 = 如表成 （1) 的形状，故有 


Tfc ( X ) — JTfc ( X )< 


2 


pm 1 < x 


< 2^ 

pi t49 pk - 1 


n 


k 






( 3 ) 中女 > 2 • 


我们将在后面证明 


6^(x)^kx([oglogx)^~ (k^ 2 


(4) 


Ok(x) = 2 C«logn= ]™[ fc (l)log1 

n^x 


■ |i ■ _ .-—— 


{ m ( 


% 


-TT 


{ iT〆 2 ) — fT〆 1 )} i 0£2 

欠〕 - i)j* log 〔/〕 


+ 「 


iifcd) {log i - log 2 

i)M 〔％〕_ 1 ) -log 〔 X 〕 






X 


k 


O 


) lo g 〔 


X 〕. 


当文 < f<«+i 时， [ Tfc ( o = Hfc ( n >， 故有 


]~ffc (n) 1 logrz- log(n 


- jr ' n ^ xiogo ^/^ 


X 


即得 e k ( x ) ^ TTfc ( x ) lo g 欠- 


fT /：(0 


dt 




2 


今有 t k ( x )< x ， 由 （2) 得 = o ( f ) 和 


x 


ru ⑴ 


dt= 0(x) 


2 


故对2，由 （4) 得出 


rifc (幻 


$ h± X l 4 - 0( X °^ 


log / 




kx(\og\ogx)^- 

__l_ M M.M— ■ I * 1 *"， ■ - - -- 

logx 


因 n〆 ％)。 兀⑺此对 h 1 亦成立 • 用 （5 )式代入（ 2 )和 （3) ， 
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即得 


( k >2 ) # 


兀 〜 


X(\og logX)k ， 1 

(k - 1 )! logx 


现在来证明 （4) 式，对所有 

k 6 k ^ i ( x )= 2 {^° g ( p 2 …攸 + l > 

Pi … P}c + i< x 


+ log (^! p s ••jfc + 1 〉 + ••• + ^° g(Pi Pz ^Pk > 


(k + 1) 


2 iog(t 

穸 /c + 1 


• • • 


3 


Pfc + 1 ) 


•'SO 

设 iLo ( x )= 1， Z；/c ( % ) 二 


2 


p k <.r ."Pk 


2 沙 _#)， 

p^x yi Fl 


故如写 


fk ( x )^ d ^( x ) - fcxlfc - 1 ( x ) 


则有 


kfk+ i (x) = (k+ 1 ) 2 仏 ( 


X 


用此进行归纳法来证明 

f fc (x) = o{,r(loglog^)^-1} , (k^ 1 ). 


( 6 ) 


(7) 


首先，因 

/i(^0 二 0 1 {x) — z = d{x} — x — o{x) 9 

故 （7) 对 1 成立.设 JUK >1 成立，对于任意0>0，有心 
= x 0 ( K , e ) 存在使得对于所有均有 

|fK(^)| <ex(loglogx) K - 1 

由 fK ( x ) 的定义，对于1有 


XH 



\fK(x)\ <D 

其中， D 只同 K 和 e 有关，故对足够大的 x ， 有 




K-1 


2 X 

p^xjx^ V 


<2e^(loglogA；)K 

(用及 = loglog^+C + o( 1 )) 

P^X ^ / 

再者 ， 2 |/ k (^)| < Djt(xXDx 

^/x 0 <p^x \ V ^ \ 

故由 （ 6 ), 从 K + 1 < 2 K 9 得出对于;^〉:^：^ 〆 〜！)，^) 

= \( e ， iO ，有 

I / K + l ( x )\ <. 2 x { 2 e (\ og \ ogx ) K + D } <^ Sex (\ og \ ogx )^ 

因 £ 是任意取的，这就得出 （ 7 ) 式，知 （ 7 ) 式对所有 1 
成立. 

只要证明 


ifc ⑻〜 (loglogAT)fc ， {k> 1 ) ( 8 ) 

由 （ 7 ) 即可证明 （4 ) 式•在 （ 1 ) 中，如每一个扒 < d / K ， 
则有反之，如则对每一个?•均有九故 


但因 


2 士〜 io g io g% 

V(x v 


V 1 

故即得出 （ 8 ) 式，证毕. 
上面给出的 



n 州〜岭_匕 、 a ^ 2 ) 
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相 


JTfcU) 〜 T/C (J0 〜 X < l0 g 1 ^> fc ：i 

(k- 1 )1 logx 


(k> 2 ) 


(9 


的证明，是利用了 


设 fcO) 〜 b(loglg%) fc - r, 


(k> 2 ) 


(4 


而得到的 * 下面再给出 （ 5) 和 （ 9) 的一种证明，此种证明并 
不利用 （ 4 ) 式 . 

引理 F(u ， 幻是、 X ， 2<«0的函数，满足 

1 ) F(u 9 x)> 0 ； 

2) 对给定的 x >2， w 从 2 至 x 时， F(u ， %)/log« 不是上升 函数 ; 


3 ) F( 2 f x) 


o 


X 


Fju^x) 

\ogu 


du 


则 


2 x) 


p^x 




! F ^ du 


证：设 0( 幻二 D log 公，当时，写 0 U ) = AT + xe ⑻, 

V^x 


eU ) = o ( 1 ) ,则有 


X 


2 F( ^ 2 

P<X 


n = 2 


6(n) —d(n — 1 ) 
logn 


F(n, x) 


x 


X 


2 

n = 2 

■T 

2 

n » 2 


logn 


logn 


F(n f x) + 2 


we(«>- (w— 1 )e(n- 1 


2 


logn 


F(n f x) 


x - x 


2 狀⑻ （ 

■I—• 、 


F(n,x) F(n+ l,x) 


71 — 2 


logn 


logins 1) 




X 


山假设 ^ 


F(n 9 x) F(2 9 x) _ 

i — 


n ^ 2 


logn 


log 2 


J 


x 


2 


F 4^ x idu 

iogu 


198 



+0 (1 

取 0 ， 对所有 tt>o = G )( d ), 

!«(«)! <6. 

故对 2 ， X ^ Q )+ 1 f 

•r — i 

2响） 


X 


F(UjX) 

logu 


du 


H = 2 


logn 


F(n+ l 9 x) 

■ — ™ ■~■ — 1 . —— _j 

log(n 十 1 ) 


⑽⑽ ― 弊 〕，> 

log 00 


X- 1 


< 0 (F( 2 ,x )) + 6 y n(t^ 

rfTco V lo S n 


/F(n,x) F(n+l 9 x) 




log(w+ 1) 


d 〔 x 〕 


F ( 〔%〕 ， x) 

logO 〕 


X 


^2 


71-0 


F(n ， x) 
logn 


0(F(2 9 x)) 


^6 


u 


v F(u f x) 

- 1- - - - r ■ ■ ■ I 

2 l 0 g« 


du 


<\ 


x F(u ， x) 

2 l°g« 


du 


因《5足任意取的，故有 


:?:-⑻〔轉〕)-微 

o^^du 


故得 


logu 


2 F(p f x) = 

p^x 


X 


Fiu^x) 




2 log« 

F(u 9 x) 

■ * — 一 -H I ■ _ ■ , 

J 2 log« 


du 


o 


( j , 取 x ) 


\ogu 


du) 


du 


* 


巧仏)为 dj 尤平方闪子数的个数 •下谢 I 則彳纳法诎明 


'(X) 




I ^(logl OgA；)fc … 1 

(k - 1)1 • — iogx ' … 


10 ) 
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2 ， 即求抑的解的个数，素数夕与 g ， 2 z 2 ( x )^ ^ 

p^x 

X \ , t —— "…/ X 




J - Jt(^/x ) 9 其中 2 兀 ( 三)为加的解的个数， 


i)^x P 
X) 为岁 =g 的解的个数，故有 


2z % {x) - 2 


P、x 


x_ 

p 


o(^ x \ 

\ iogx / 


取 i ?( h X ) 


1(f )， 则 

1) 对 2 

2 > 给定: v ， 3 T ( ^ ) J XogU % iu > 2 时不上升 


3) 


<j) 


o 



a' 


F(u y x) 

' -- - ^nm' 

log 


'» ， 


即是 


r* 




2 


logx ■ 

兀 CO 

logu 



X 


2 




■ … '• • '■ '^k. _ _ ■■ 

logu 


du 


du 


< y ) 


j 


2 


logM 


du 


x 


兀 （ v) 


log^~ log v 


dv 

•* ■ 

V 2 


<5> 0 f v^(o = o)(d) 9 


x> 2 ⑺时 , 


z(v) 


logv 


<d 


V 


logv 


— it (v) oh 
logx—logv v z 


2 ~ v/ logv dih 

■- ■■■■ * '■■ -■—— •― —— —■.- • ^— -_ 

a logAT-logl/ V 1 


<6 


x 

F 


vf I Ogu 


dv 


log% —logy v 
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^ . •旮 —f f "l4v 

2 ^OgX^iOgV V 1 J o locrl—U 


dv 


logx— logv 





由于 


logy dv 
logx- logv # 


0 ( 


\ogx 


)• 


■ 1 ■ ■ _ _^ 

2 logy ― e dv 
2 logx —Iog7 • 7 


log^r- log 2 


log 2 


dm 

■ ~ — 1 ~™ ~™ ■ » —— 

©(logJC — ffl) 


log 尤 


logx- log 2 


log2 


logx —© 


do 


|log(log^~ Iog2)-loglog2-loglog2 + log(log^-log2)| 


2loglog>: 
logx 9 

故对足够大的 AT , 有 


f2 n(v) dv 

■ ■•—■~ ■■»■ ■■ - 1 ■- _ I _■_ - - . .■■■ 

J 2 logx —logy V 2 

X v 

* 「 tgv dv 

J 2 log% — logV * V Z 


<C<5 + (5 = 2d 


即 


7i(v) dv 

- ■— m -- -- • 

logx- logy v 2 




2 _ # dv 2loglogx 

2 iogAT— iOgV V Z \ogX 


X 兀 ( ； ) 办 - 2x\og\ogx 
2 lOgtt logA ： 
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故有 


JC t (X) 


x\og\ogx 

- S- - 

\ogx 


设 


•〜、 1_ x(\og\ogx)^-i 

fc ^ (jf^TTi ^ogx 


次计算 •的解 的个数 • <?是无平方因子数， 有纟个 素因子，此 
数为 

JTfc ( ^ ) = (k+ 1 )jtlc + 1 (x) + g (x) 
p^x ^ p / 

另一方阖， gu > 为且有纟- 1 个素因子 的数的 个数，每个计 
算了两次* 


g(x) =0 


2 


龙 fc-1W 


(f) 


2 l ( 吾 ) 


n 





(loglogx) fc 


lo 4 


0 



X 


(loglogx) 卜 2 2 


2 


n 2 lg 


x 

n 2 


由于 


•V 


2 


i n 2 log 


x 

n l 


4/11 
2 』 


is 



x 
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T 


K^OgX / 


$(x)=z 0 (- lo ^ = 0(ir k (x )) 


V 


1 - - ■ 

4 / x 


/ 




y^ogxj 


(左 + l)^/c+l(^) 




2 

P^x \ 


X 


由假设 3 


欠 （ loglog-r)fc-1 

_ • ' — — - •_ _ ■ , 

Igx 


i/ 


X 


2 


叫 (吾) 


\ 


iogw 


du 


/ 


仪 + 1 ) JTfc + ] ⑻ 〜 J ; W ) 办 


]ogu 



2 兀 fc(v) dv 

r ™ ■ — — - - - • -- - 

2 lOgX — logV V Z 
x 

X , YvOoglogv) k ~ 1 dv 

2 dl)! log!/ (logY - logl/) V 2 




< 5 > 0 , v>g>^q(6 ), 


7 t k (v) - v ( lo glo ^) fc — -丄 <6% Hlo^ogv)k- 1 

( 众 —1 )! 1 Qgv ’ r - 1 - 


在上式积分中换 ; r/Jv) 为 1 1 ，其误盖 

{fc 一 1 )\ i Ogv 


ik- 1 )j logv 


X 


<0 ( lo ^) + 6 吸 ㈣ 變也: 1 兔 


z 


,_ *-IJ , I 

- — ■■- ■■— - ^ - ■ ■^― - — ， ■ ■ 1 — ■ ■ _ P •_ • ■ . ■ ■ 

( 女一 1 )! 1 ogv(logJC— 1 ogv)jy 2 ^ 


20i 




{k 1)! {1c + l)?r/c+ l ( 欠〉 


f* 


X 




y (loglogv)^"* 1 dv 
n vlogv (logx —logv) 


lo & r - log 2 fc — l ° g T\n^ k ' l (0dQ , ^ f (loglogX)^-I 


l0g2 


log 1 

- 1 — ■ - ■ 」 ■，■■ I I ■ I ■ ■ ■ ■ ―■■— ~- T_ 

6)(\ogX -Q) 


1 


log 

0 (logX-O}) 


— \ 


log% 


log.r - l 


logx 


log^" 1 © 


logx - 1 


do) 




CO 


log^-ifi) dG> 

logz J 1 logx- logo) 


(loglogx)fc^l 
logx 



logJC - 1 


1 


do = ;(log(logx- ”)* ^~~(loglog>r)^ f 



lo 狀 — 1 logfc- 1 6) f l0g 2 logfc-lft ), 

^ " J 1 logx — OJ ^ 


[ogx-o 






logx - 1 

log|- 


logk - 1 fi) 


logx -6) 


K3(logx (lo ^|: )fc :2) +logfc- 1 (logA：- 


logy -1 如 

-*| l0g V J logf 

其中 O <0<1. 

由于 logfc" 1 /logjf- ,logAf) 〜 (loglog ； C ) 卜 1 
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log.r 
log 」 




1 二 


logx 


2 


r logx - 1 

l0) dco 〜 (loglogx)k 

J 1 


logx- 0) 


故 


(k- 1)! (k+ l)Ttk^i(x) 


(loglog^)fc 


X 


logx 


兀 fc 十 1(%) 


k\ 


(loglogx)^ 

logx 


结论对于 1 时也成立，故当 O 2时 


7tk(x) 


(k — 1 ) I 


x(loglogx)^^ 

logx 


因 h 〜 pk 有 h 种取法，上式乘以 h 即得 


[7 以幻 


^(loglog^)fc-l 

— ■ ■■ ■_ .1 _ M 

logx 


(5) 


把 （5) 式代入 （2) 和 （3) 即得 （9 > 

以上两种证明均由柯召教授给出. 

§8 Dirichlet 定理 


/ 


习腰若（〖，0 


=1， Kk 9 试证 

iim hH 

X 

<p (k) logx 


鑫 


证：此题的证明与素数定理的初等证明是相同的. 
1) 命 O ^ x ) - 2 ^°SPf ^ =2 ^ ( w ) 


公 'v 

P - 心 Unwdk 


l(n\ui.\k) 
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• • ■ 


Ti> t (x)^ei(x)+6i(x^)+Q^x^) + 


= 2 


4 


SD 10 妙 


p^x 

(modfc) 


2 j^I^log 卜丌 (A fc ， /) ^ogx 


P 

p=i(modfc) 


log 夕 




( 


X ^oo 


X 


X-^OO 


又设 o 0< i ， i ，则 


^ (^) > 


2 


Jt(x,k f l) - 7 t(xa } k 9 /)} log 妙 


p^x 

modfc) 


xd< :] 

p 三 1( 


[n{x % k f l)-xa\ logx 


因为 lim 


log 


x 




= 0，故 


: t+oo 


X 


对于任何小于 i 的正数 a 成立，故得 




( 


由 （ 1 ) 、 （ 2 ) 得 

丁 :— jr(Xf k ， l) 

lim — ；{ -、二！ 一 

X^OO X(\ogX) 


lim 

x —oo 


= uST 

X X—oo 


^ (x) 




X 


同理可得 


lim 


x-^oo 


jt(Xi k 9 i) 


x(logx)' 1 


lim 


x+oo 


Oiw 


x 


lim 


欠爷 oo 


拿 （ X ) 


X 



上面两式可以写成 

I k , V ) 

X 

<p(k)logx 


iim 

a+OC 


OlOO 

X 

<p(k) 



Mx ) 


JC-VOO 


X 


jt (^j k 9 /) 

= lim 

Oi(x) 

尤 +°° q>{k)\ogX 

X-^OO 

X 

中 00 

因此，如能证明 



6l(X) 〜点 

或负⑶ / 

X 

(P(k )， 

即 l im , 

1 或 lim 

Mx } 

$+oo x _ 

X -^ C ( 


' <P(k) 


<P(k) 


lim 




(p(k) 

Mx ) 


X 


-- 

<p(k) 


9 


那么，由熟知的关于极限存在的充分必要条件可得 


lim 


7t(x; k ， I) 

_ _ _ _ _ _ — - — — - ■ ■— 

X 

<p(k)\ogx 


X 


1 : m JT ( 欠；灸， ’) 

I 1 t rI ... —— ■ ■■—■ — 

- x 

00 < p ( fc ) log ^ 


即 


lim k ， V) 


x 




< p(^)logx 


2) 下面将证明两个不等式（ 3 )和（ 4 )，它们在本题证明中 
所起的作用，与 Selderg 不等式在素数定理初等证明中所起的作用 

相同. 


2 log 4+ 

/人 _I(nnocl/0 


2 log/?log5 : 


2 

(p(k) 


x\ogx+ 0(x) 

•m. 



$ l ( x)\ogx + 2 [ o ^ pB ip ( 

P^X \ 


X 




o 

--xlogx + 0(x) 
fp ( k ) 


( 4 ) 
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这里）为同余式 1 ( mod / c ) 的解•首先证明两个引理 

t 

引理1 当^>0时， 


y \ogh^^o(x). 

^ 71 


因为当2时， 


10 〆 ” C 


广 ？ o 


从而 J x logh 

71-2 1 


X J I x logH u 

dt- x \ -- u i - ⑽ 


l 


此即 


J 叫 0 ^ u du~ Ax, 
- O { x '). 


引理 


Zj A(n)logn 
n-4(rnodfc) 

2 A ( m ) A (^ : 

mn^x 

mn^Umodk) 


2 log 2 p+ 0{x) 
p^Umodk) 


Pq 


2 \ogplogq + 0(x) 
=I(modfc) 


(5) 


( 


以及 2 A ( n ) logn ^ 

n^x 

= V iog^p + Oix) 

P<'x 

(5 0 

2 i (，") a ⑻: 

nm^x 

= 2 ^ SP^ogq + 0( x ) 
pq< r X 

(6 7 ) 


因为 


^ /K n)\ogn - ^ m\og z p 


n~l (mdfc) 


黑 

p^?£=.J(niodfc) 

logx ^ 

10g2 」 




ZOS 



I 

= 2 

P^x 




2 


tn\og 2 p 


P VL (x 

P m ^l(modk) 

^ log 2^ 


-2 

p^l(modk) 


\og 2 p + 0 


r 2 

J P m <x 

I p m ^\(modk) 

_< 〔德 0 


lo§ x 

logp 


log 2 /)' 


^ v , o \ l °s x 2 ^ogp 
^ ^08 2 P^O p m Kx 

P m l <modfc) 1^2< m < 〔鶏 〕〆 


且 


P^x 


2^ m < 


^ogp- 6( x 2 


1 

)十0(义 8 


鎊〕 


• • » 


i / r^n i i 

+ 0 (X lo g2^) = OOogxd(x^))^ O(X Z log0C) 


所以 


2 


^<x 

KmodA:) 


A(n)\ogn- 2 log z p + 0(x) 

^ p^x 
P ^ Kmodk ) 


此即 （5) 得证.又因为 

2 A(m)A(n) 

7 mv^x 

(mod/c) 


2 j lo^lo^ 
P a <^<X 

p a q^^ l(modk) 

a > 1 1 


2 

Pq<x 

Pq^shmodk) 


logplogq hO 


2 logp 


P U <9 C 

a >2 


2 1。卯 

q ^< x / P a 
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2 \ogp\ogq 


0 


PQ 


Pq(X 
s\ (jnodfc) 


2 log ^( "5 

fy V 


U 


p a <X 
tr >2 


PQ 


2 lo ^ iog ^ +( ^\ x 2 2 


'ogp 


P<^/X 必 


2 io^iog« +o(x 2 


pq《x 

pq=l(modk) 




logp 
pip 一 1) 


2 \ogp\ogq + 0(x) 


Pq^x 

pq=l(modk) 


此即 2 A(w)A(n) 


2 \ogp\ogq+ O(x) 


mri^joc 

mn^l (modfc) 


pq<x 

pq=limodk) 


从而 （6) 得证，用完全相同的方法可证 (5 ')、 (6，) * 这样就证 


明了引理2 •设 


s ⑴=2 2咖”。客 

# n<x d I n 

2 2 咖 lo d 

?2 <x d l « 

n 三 Kmodfc) 


秘) 


从以下熟知的结果 

yfKd )= l , <«= l ) f 2 咖 )=0 , （w>1) • 

d\n 斤 n 

A( ft) = - ^]^(d)logdf logn = 

d\i ❿ 
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* 


可得 2 Mh)A (l) = ~ 2 A(h) 2 从⑷ lo 以 

ki,1 d ^l 


~ ^ fMd^ogd^ A(h) 


d I ii 


h I 


=- 2 卩⑷ io ^ 
d 1 ^ 

A(n)\ogn+ ^ii(d)\og z d 


d i *i 


和 log 2 Y~ ^°S 2x 9 从而当 《> 1 时， 

d I x 

log 2 f = ^ji{d){\og 1 d-2\ogx \ogd) 


a 1 


2 A(n)\ogx- A(n)\ogn + 2 Mh)A(r) 

hr 二找 


故 


Siix) = 6iog 2 x+ 2 Mx)^ogx- 2 Mn)logit 


^ w 

n=l (modfc) 


2 


d(/i)A(r) 


hf^x 

hr=l (modfc) 


其味 


y 1 , 当 Z 三 l(moc^) 时 . 

° I 0 , 当_1(1110(1/;) 时 
再在熟知的 Abel 变换中取 

jA(n), 当 n 三 Z (modi 〉 时 
i 0 » 当 (modfc ) 时 


2V 



C ( f )- 2}:”，/( O - logf , 则有 

2 A(n)\ogn = 2 Cn f(n) 


n 


n^x 
I (mod Jo 


x 


C(x)f(x) = 1^(0/^ (Odt 


Hx ) logx - 


X 


2 


免 ( 丄 ) - dt-^x)\ogx + 0(x) 


所以 Si (^) = <5 log 2 x + 20 i (^) log ^ - 2 A(n)logn 


n=J(modfc) 


+ 2 A(h)A(r) 


hr 


hr^x 

I(modfc) 


w- 


2 A(n)\ogn+ 2 A(m)A(n) + 0(x) 


n 4 (mod/c) 


mu 二 Z(modfc) 


再由引理 2 中的 （5) 、 （6) 立得 


Siix)^ 2 log 2 穸 


2 ^ogplog^O(x) (7) 


PkX 

负三 l(modfc) 


Vq^x 

pq=l(modk) 


利用类似的方法并结合引理 2 中的 （50、 （ 6/ )以及 Sdberg 不等式 
可得 

S(^) = log 2 ^+ 2^(x)logx- ^A(w)Iogn+ ^ A(h)A(r) 

n^x ht 

- ^ A(n)\ogn+ 2 A{vi)A{n) + 0(x) 

= 2 1 。犮 2 夕 + 2 ^°SP^SQ + 0(x) 

p^x ^ ti^X 
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(8 ) 


= 2 xlogx + 0( x ) 

由习题 7. 2, 2 可得 

( f ( k ) St ( x ) ^ < p ( k ) ^( d ) log 


n 


x 

d 


l(modfc) 


⑻ 2 ^(d )log 


n 


X 

■ . .iL .- 

d 


\ 入 


2 2 咖 )lc ^ 2 4 + 2 7 (/) 2 X(n) 


a i /i 

<n, fc) 




、入 > 

X^?Xo 


n^x 


2> (心 1 4 


a 


由引理 1 和习题 7.2.1 可得 


2 ^(w) ^n(d)lo g 2 ^ 


n^x 


Wd)fi (d)log z ^ 
da 


2 从 d ) li ( d )\ og 2 ^ 2 X(d 

W 


d 


0 (fSp.^ [og 


X 


\ 2 ^ … d 

Ci^X 


0(X) 


因此 2 Y ( 〖）2 X ( n ) 2^ (< f ) l ° j =0(x) 


x % x 0 
故从 （ 9 ) 




<p(k)Si(x) = 2 ^ii(d)\og 2 j + 0(x) 

^ ^5^ A tl I ^ 


^ ^5^ A 

(n, fc) 


<9) 


( 10 ) 
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如设“表的缩系，则用完全相同的方法可得 

(p(k)Si(x ) = 2 ⑴ 

x a j ft 
(n f fc) = 1 

其中〖满足条件将此 < P (幻个式子相加得 

(p(fc) 

S(x)+^S U M= 2 2 fKd)iog 2 -j + 0(x) (11) 

1 - ^ a i Vi 

(^f fc ) = 1 


注意到 

cp(fc) 

S(,x^ ~ s^xy + Si[(,x ) + 2 2 咖 ) lo 4 +0 ⑺ 

i - z ix I ^ 

从而 ( id 给出 


S(x) = 2 
，‘ 

(^> fc ) = 1 


2 2》( 心 

a I rt d I ft 


X 


log 2 ^ -hO(x) 
a 


2 2 卩⑷ w 2 吾 +C) ⑻ 


a I 沒 

( n f fc ) = i 


冉由 （7> 、 （8) 、 （10> 得 


Si(x) 


<p(k) 


S(x) + 0(x) 


即 


2 




log 2 p + 2 logplogq 


^=Kmodfc) 


lr y 

(modfc) 
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fpUo 


xlogx + 0(x) 


这就证明了 （3> 式. 另外，因为 


e^xyiogx - 2 

P<x 

p ^ l ( modk ) 


log 2 乡 


2 


logplog 



p=l(inodl() 


2 


P<x 

(modfc) 


io 眇 （ 2 ⑴ 


2 丄 V 

n ^ 


logp + 0(9t(x)) 


n^x 


p=l(modk) 


2 

n^x 


0(x) = 0(x) 


即 6Xx)logx 


2 log 2 ^ + 0(^) 


j )= l { modk ) 


和 


pg = l ( modfc ) 


logologq 


( 12 ) 


(13) 


故只要把 （12、(13) 代入 （3) 便可得到（ 4 ) • 

3) 再证明7个）引理，这7个引理与素数定理初等证明过程中所使 

用的7个引理所起作用是相同的，命 


RXx )^ Oi ( x )- 


(pik) 


由1 >所述可 知本习 题结论与 




是等价的， 
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引理 1 


若 3 ,则 

2 I 卜 l ^ x + ooo , x) , 

pttx pq 2 


2 


log 夕 


^ <x f>log 


2x 


O ( loglogx ) 


证： 此 即素数 定理初等证明中的引理]. 

引理若 


0‘⑻ 


2 


PqCx 

pq^l(modk) 


则 

log^log^ _ 2 

■*-" ~ ■ ~~ ■- ■ — r h ■ ■ ■— - 

log 乡分 qj(k) 


X 


o ( 

\\ogx/ m 


证：设 


B(n)= 2 log 夕 log 夺， C(n) =. 2 log 2 f> 


Pq<n 
pq=l(modk) 

(3) 、 （4) 得 

0 L ( X ) + V 

Pq^x 

pq^l(mook) 


P=Ui 


n 


modfe) 


logplogq _ C(n)-C(n- 1 ) 


logpq 


2 


logn 


,1 


B(n) - B(n- 1) 


logn 




C(W) B( 〔 x 〕〉 

iogM + logM 




2 |^C(«) -f B (n) 


n^x - 1 


logn log(n+1) 


2 


<P(k) 


X + 0(2 —、 


log " + 差'/為 7110 ^ 0(B) 



log 


n 


) 


lognlog(n+ 1 ) 


<P(k) 


x ^ 0 


(~ Io~ e 


logx 


引理 3 / 若 ％ > 3 ，贝 ij 

R/(AT)log^ = .1R 版 i % ) 

\ogpq \i)a/ 


Pq<x 


O ( x \ og \ ogx ) 


证：当 2 时，-故由引理 2' 有 


logx \ og 2 x 


+ 

Ot ( x ) + 2 


Vq(x 

pq^l(modk) 


logplogq _ 2 

- T ■ n ■ 矚， ■ W-H ■ ■ ■ ■ — ^ 

log 抑 < p ( k ) 


X -f- ^ I ■ ■ ** j — ^ —，飞 

\ \ oe .2 x / 


由上式和引理广有 


2 io s^(f) = 2 log d • 


x 

J 


-2 


logglogr Q / x/p 


qr ^ x/P 

qr^Ip(modk) 


1 <W 


log 2^/ 


Tp ) / 


¥oo 


X 


2 

P^x 


2 

公 qr ^ x/p 


logqlogr 

logqr 


Ipimodk) 




<P(k) 


+ 0 (%! 為 ) 


抑 - 2嘴， 2 

qr^x P^x/qr 

P =? flF ( modfc ) 


1 ogp + 
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0(x\og\ogx) 




xlogx- 2 ^ ) + ^(^loglog； 


qr^x 


再由 （4> 有 

6i(x)logx 


2 


<p(k) 


x logx - 2 \ogp f 


X 

p 


0(x) 


2 ^ gx -(^ x io gx ^ [ ^^a) 


<p(k) 


O(xloglogx)} +0(x) 


2 +0(x\oglogx) 


qr^x 


又因为 h ( x )= 
所以由引理得 


X 


* p ( k ) 


qr 


+ Rz ⑻ 


咐鄭 --i ^ 

qr^x 


蝓 ( 吞） * ^ kf logx 


O(xloglogx) 


2 

qr<,x 


logglogr 

\ogqr 


(o 


X 

<P(k) qr 


<P(k) 


^log^ + 0(xloglogr) 


2 


qr^x 


X 

qr 


+ 


x 


\ogq\ogr 

<P(fc) 


2 


I 

^-.log^OUloglog,) 


= 2 ^ T 1 R ^( J ) ^>(^^0(10^)) 

qr^x 
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r~ ■ m I i - ■ ■ ■ — 

< p ( k ) 

2 


xlogx + O ( xloglogx ) 


logqlogr 

logqr 


R ㊉ ( 5 ) + ^(^loglogAf) 

Mr 


V logi>log^ p / X \ 


Pq^X 

51 理 4 若%>3，则 


O ( xloglogx) m 


JR . ⑴ 


+ 


^0) T^gF 2 2 | Rfl (^)! 

(a ， Ic) = i 

q/ xloglogx \ 

\ \ogx / # 


同. 


证：应用引理 3/ ，证法与素数定理初等证明中 的引理 4相 


引理5 


/ 


若2，则 


V «( 

n^x 

J >(*) 


J F) logx + 0(l) 9 


^00 


xlogx + 0( x) m 


证：证明方法与素数定理初等证明中的引理 5 相同，并利用 
定理2可证. 


引理6 


r 


若泣2,则 


2宇 R ⑽ 


2 


O ⑻. 


2 Ra («)R /3 

a^—i^modk\ 


证： 应用 引理5、 证法 与引理 G 相 同，. 

51 理 7' 若 0<<7<1， 且存在 X 。，当 Ox 。 时 I 心 ⑴ 丨<; 


2/9 



ox 

tpOc) 


，则必存在知，当时，区间 （( H ) 10 A 幻皆包含 


a(l-o 


一个子区间 （W e y ) ，此处 (j = 、当/时 


R ⑺ 

z 


^ 1 a + o 

^( F ) ― 1 


2 




证：应用引理6、证法与引理7相同 • 
4) 最后我们用定理2即估计式 


2 


p^l(modk) 


T ^=^) lo ^ +0(1) 


(1) 


来证明存在正数当^时，不等式 


e ( x )> 


C 


^ p ( k ) 


x 


成立. （1) 可写成 


2 




log? - 1 


<p(fc) 


log 尤+為⑻ 


(1，） 


夕三 / (modfc) 


其中為⑻满足1為⑺ Kru 


正数如果 cx ^ h 则由 (1') 可得 


M ,而 M 是某一个确定的正数•取 


NP ^Ogp 

--- 

i } 

^=?( mod/c) 


2 


i^cx 
i>=/(mod/c) 


\ogP 

~T 


( 1 \ogX + A(X) ") - (~rV: logCX + A (X) 
\(p(k) / x 


( p ( k ) 


> 


<p(k) 


logc — A ( x )| -1 Ai { cx )\ 
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取 c 


⑽ + 1>, 则上式给出 


y lQ g ^ X " 

p 

y^cx 

p 三 l (mod/vj p~l (mod/c ； 


log 夕 


>_) ，当 0 +时 • 


另一方而，又因为 


2 


logp 


〜X 

Ei(modfc) 


2 


log 夕 


- 2 

pi^cx 

p=l(modk) 

〈去 2 


log 办 


log 穸 


cx^^x 

p^l(moc\k) 


P^Hmodk) 


cx 


Oi ( x ), 


故若取％ = .； T ， 则有 

C- 


^/( Ar )^> —- AT , 当/时 • 


由不等式 （ 4 ) 有 


0i(x) 


^Ckf '* log^S 〜 (J ) 1 。 帥 + °([: 以 ) 

V、x 


^( k ) 


log 乂 


2 〜 （X 2 


P 反 


^0 


Xo 


< P^X 


%(j) lo<zp 


( 

Wogx/ 




\ o^x 




+ o 


<p(k) tp(k) [ogx r \logx 


^ log . 
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X 


+ ^ C logx/ 




論 +0 ( i 4) < a )( 2 —士 


再据 Ri ( A ：)= 的 00 - 


<p(k) 


x 可得 


Ri(x) 


<-7T- ； a 0^ U >%， a 

(p(k) 


0 


C 


2 


0O 0 < 1 ) • 


命 


(1 —cr o r 16 <5 


CT 0 (1 - CT 0 ) 


32 


由引理7,知存在如。>〜，当欠>知0时，任何区间（ v-1 ， P 




x 




) 都包有子区间（汉 v , e 邱 v ) 当 扒时 






1 ^0 

- -^ —— -- ■ — 

(p(k) 2 


2 


由引理 V 可知 


Rl(x) 


(a, k)= 1 、 x a 


2 


a (n) I 


o 


<P( k) 2 


IOI 


x — <n<x 
( a . k)=l x a . 


+ 


0 ( 


\ 


y/\ogX 
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< 


O 0 X 


<p(k)\ogx 


2 


+ 

n 


2(p(k) logx 




x ao 

e \ 


4 V ^ 


o 


wU + o ( 為) 


< 


OaX 


9( i)log 欠 


V 1 

^r ■_ ■ - ■ 

^ n 9.w(k 


2 


2<p(k) logx 


X V 


n <^'o 




2, 丄 + o (4 

t 7< Tp^W W \ /I ^ 


y v ^ n ^ e u y v 


x/\ogx 


〈 Cf o x — h — g o 

^Oc)^ 2(p(k) 




log A ： 


2 


d+0 (b)) 


+ o ( 

V v / logx / 

^<7 。文 ^o ~ ^o 2 ^ dlogAT ^ 

、 (p(k) 2<p(k) logx log ： + 


(-^ 

^ x/logx 


<^ J 7 o_ ( 
>(/：) V 


(l-a 0 ) 2 cr 


o 


1024log 


x + 0 ( — x 

^^/logx 


o 


〈if 

^( k )\ 


( 1 — g o 

^ T 024 




<A 人 


So ^~) ^ = ^( k ) x, (x > x ^> x ^ 


此处 a t < : 不断用上面的手续捋到 


R/(r) 


( P ( k ) 


x 9 { xyx 0n ) 


此处 


m 



&n- a n^i 


(1 - On - 

_ _ ― . - — . . - 

2000 


1 ) 8 ) 


<°n~ \ ( 1 - 


(1 一 






0 


1 


1 一 0 U ) 

2000 


3 \ 11 


2000 


o,y 6 \ 

00 / 


故 


lim On 

71^00 


Hm 

n~>oo 


On 


<P(k) 


0, lmi 


R(x) 


n — oo 




0j 


又因为 


di(x) 

X 


<P(k) 


i?(x) 

x 


所以 lim 

x+oo 

即 


d ( X) 
X 


li m ( 




<P(k) 


R(x)\ 

■ ■ ■ • — 

x / 


•-• - 

<p(k) 


lim 

x—oo 


B(x) 


x 


<P(k) 


由 1 ) 得 lim 

X+oo 


jr(x; 左， Z) 


x 


q)(k)\ogx 


讨论： ml , •..，？( p ( fo 表的缩系，此题表明 

jt ( X } fc ， U ，…， 冗 ％ 免， ^( p ( k )^ 

是两两渐近相等的，即对任何都存苽(心 fc ， b 〜艽 (Xl fc ， h ) •这说明，不® 
过 x 的素数， 在 f ( fc ) 个算 术级数 ~ + 中是“平均”分配的. 
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第十章渐近法与连分数 




提 



走义分数 




称为有限连分数. 若 N 




或〔《0，〜 


则简称连分数， 

…，和〕 表示. 


通常以 a 。 士 


定乂 〔a 0，…， Gfi ^ --- 7 ^ 0 $ AT ， 称为 〔 at 。 ， a 

Qn 


… ，办〕的第"个渐近值或渐近分数. 

定理1 渐近值间有如下关系： 

Po p } a ^a [} + 1 f p lf = p ” 一 2, 



Co = 1 > = » Qn — 5ft -1 + 穿 n-2* 

上面的 n 满足条件 

定理 2 奴及如 满足下列各式 

K ^i-i^Pn-i^n =<- 1 )n_1 » (n> 1 }, 

及 ? n « n _ 2 -? n -2 ^n =(- iy ia n » < n > 2 } * 

定义如果 a 。 为整数， A ，《 i ， …，都是正整数，称则 

—+丄 H •…为简单连分数 • 

d \ ^ 

走理3 凡有理数必可表为有限连分数. 

定理4 用简单连分数表无理数的表示法是唯一的 • 

定理5 若 a 为无理数，则 

lim = 

n-^oo ?n 

定理 6 若 a 为无理数，则必有无 穷多个 使得 


成立 

定理7 


ct — 



a 


< 



2q z 


若 a 为无理数，则必有无穷多个渐近分数，使得 

I a - 上 | < A— 




成立_ 

定义当时，若勺 = fl “ fc ， 则称此连分数为以&为周期 
的循环连分数，写作 ， # 

〔 a 0 ， …， a L 9 …， ff L + fc- 1〕• 

定理8 —连分数为循环连分数的充分必要条件是此数为 

一有有理系数的二次不可化方程的根 • 

定理3 若有理数 | 适合 
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则 "I 必为 《 的一个渐 近值. 


定理10 若 p >0, $>0,且 

\ p 2 ^ a 2 q z l < a 9 

则I必为 a 的一个渐近值 • 

定理11 不定方程 

x t -dy i */, 0 < 1 1 ! <^~d 

如果 d 是正整数且非平方数，则 


— 〔你，伽 +1， 


• « « 



d + Pn 

_ ■ ■ J ■ ■ ■ I ■■■ ■ ■ ■■ 

Qn 


Pn 2 ^ d ( modQ n ), Pn 9 Qn 都是整数. 

定理 12 二次不定方程 

X 1 — dy 1 = 1 9 

当 Z= ( - 1)” Qw 时一定可解I当〖#( - i) M 且I〖丨 <CV ^时则一 
定不可解. 

定理13 命《为使 （-l)«<?n =1的最小正整数，则 Pell 方程 

X l -dy 2 * 1 

的所有解由下式$出 _ 

x + 沒 =±( i» n _j 七 \/ dq n _'、' ， Z 为整数 • 

定理14 设0为一无理数， i8 为任一的实数，则有无穷多对 

整数 A 2/，使 

\ dx - y -^ 



成立. 

定理15 设卩为一无理数，0为实数，对仟给的 £ >0，不等 


寺 
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式 


i 


ex - y - 线 < 1 ^- 

^/~5X 

有无穷多对整数解 aC >0, 2/. 

定义若 PW =1, 2,…）为(0, 1>中的一点集，若对任 
一自然数 w 及合条件的任二数 A 6，，…， Pn ， n 个 
点中，其落入区间 (A 0中的数目 Wa , 0满足关系 

lim Nn( d = b - a , 

n+oo n 

则称点集朽(*‘=(1， 2, …） 在 (0，1) 内一致分布 • 

定理16 若0为一无理数，则点集 

{x8} -xQ- Qxd^} 9 欠 =1, 2 ，… 

在 (0, 1) 中一致分布. 

定理17 —数列 

x i9 Xnif **• 

造一致分布的充分必要条件为对任一(0, 1) 区间 Riemann 可积函 
数 /( 幻常有 


lim U + ” ， + f( % ! = f V ⑻办 . 

n+oo n J 0 

V 

二、题 解 

§1简单连分数 


习 m 求证 
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a 0 -】 0 0 … 0 0 0 

1 a l ~ 1 0…0 0 0 

0 1 fl 2 一 1…0 0 0 


0 0 0 (^"1 an - 1 — 1 

0 0 0 0…0 1 an 

并证明如为由上行列式中除去第一 行第一 列后之行列式之 数值. 

证：«= Of ^ p 0 - a 09 «=1 时， 

一 1 

Pi- ' = + U 

1 a { 


归纳假定直到 1 时结论成立，即有 

!從 0 — 1 

! 1 ~ 1 * j 

I # # I 

I ~ \ • • • =奶卜 ] 加 - 2十如 - 3 • 

I • • • 

1 • • • 

r 

1仍卜2 — 1 | 

j 

1 Gn - 1 


把如所对应的行列式按最后一列展开有 



由归纳假定，第一行列式的值为如 -2 • 再把第二个行列式按最 
后一行展开其值为如 - 2，故有如 = Gn pn - 1 +如 - 2 • 下面再 
证明 
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当时，归纳假定直到 《-1 时结论成立， 


1 




把扣所对应的行列式按最后一列展开有 


0有 


On = On 



由归纳假定，第一行列式的值为你 -1 .再把第二个行列式按最后 
一行展开，其值为你-2， 故有 Qn - an qn-i + gn -2. 

习题 2 贯 } : 


1, 1，2，3，5，8，13，21,… 

(«i = 1^ « i+i = Wf - 1 +ui ( f > l )) 称之为 Fibonacci 贯•试 

证明 

(i ) | ( 1 + Vi ) 之第《个渐近分数为 


( ii ) 若连分数〔〜， A ，…，你，…〕之诸如中除勺=2 
(*>0)外，所有之 an 0尹 rO 皆等于1,则当 时有 


+ 1 从 Til — i + 3 + HtTt — ^ + 1 
Qtn u i HfH 一 i + 3 + 友 i — 1 以 w — i + 1 
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ffis 先证 （ i ) • 把 ^ ( 1 展成连分数： 

\ 

+ (1+ V 5)=〔1， 1， •“〕• 

设^-为〔1， ]， …〕 的第 n 个渐近分数，下而用数学归纳法证明 
Qn 

Pa - U n + 2 9 - Wn + i . 

w 二 ] 时， 2, h = 1， k 3 = 2， 1 = w l # 归纳假定 

Qi u z 

时结论成立，当《4+1时， 

Pk^l = a k + 1 Pk + Pk - 1 = Pk + Pk - \ ^ « fc +2 + «fc + l 叫 +3 ; 

Qk+i = G kHk + Qk -i = Qk +( lk - i = u k^l + u k + 2 • 

此即结论对于 1 时也 成立. 从而 

pn - Un-h 2 9 Qn ^ u n -i-1 

故为 i ( 1 + ^ 5 ) 的第 《 个渐近分数 . 

再证 （ ii > ，此时必须假定、 = 0. 下面用归纳法证明对任 
意的 m > f >0， 都有 

Pm - Wf+ ittm-i+ 8 f + i • 

z + 1 时， 

Pn ^Pirr 1 - Gi b 1 Pi + Pi-l = Pi + Pi-1 f 

1 Uni - i + s +ui Um - i^i = u^i u 4 + u ^ i % - 3« i+i + u * • 

再用归纳法证明对任意的 Oo , 都有 

Pi ^ ^ - 1 = 3«j + ] + Kj 

成立，从而当时结论成立.时 

Pi + Pi ，1 ‘ P I + 办 0 二 3 + 1. = 4 

3汉 /+1 tii 二 3 x 1 + 1 二4 




s 
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即时，九 +p^i = + i • 设* =灸时等式等成立，即 

Pk + - 1 = 3 Wfc + i + 叫 

则当 *•= 灸+1时， 

Pk+l + Pfc = G k + i Pk +Pk-i +Pk 

: Pk + ffc- i + ffe = 3 Wfc + i + Wfc +Pk 

= 3«fc + i +«fc +Pk - 1 + 穸 fc_2 = 3«fc + i +«fc +3«fc + u k-l 
= 3(«fc + i + Wfc ) + «fc +«fc—1 = 3«fc + 2 +«fe + l 

此即 ;= fc + i 时， 

Pi + Pi-l = 3«i+ 1 +**i 
也成立，故 m = i _+ l 时， 

pm = Wf + 1 tt??i - i + 3 + 议 i u tn - i +1 

成立 

归纳假定对任意的^* = m > 2 + 1 时，都有 

pm = Uj^-i Ufn - i + 3 + 奴 iMm - i + 1 ， 

那么当 m = « +1 时， 

乡 n + 1 = a" + i 加 + pn-l~ pn + 如 -1 

= Ui^iUn-i^ 3 + + 1 屮奴 i+1 Wn-i + 2 + u i u n - i 

= Wi + i ( Wn-i + 3 + Mn - i +2) + Ui ( Un - i ^ 1 + -i ) 

=«i + i«n-i + 4 + Wi«n-i + 2 

此即少 m = I/i + lttm-i + 3 + Wi « m-i + l 在》 1== «+1 时也成立* 

故对任意的 C >0, 只要饥>*‘，就有 

p m = «名十 1 Um _ i + 3 + ^i u m - i+ 1 • 

同理可证，对任意的彳>0，只要 Oh 就有 

q, n - MiWm-i + 3 + 1 Wm-i + l* 

所以对任意的彳>0，只要 Ok 就有 

pm 一 w f +1 + u i 鉍拊 " “ 1 - 

q m U\U m - i + 3 + 叫 — 1 好 w - “ 1 


zn 


习超 5 吾人知道，朔望月就是从太阳上来看月球绕地球 
--周所需的时间，也就是相同的月面位相间相隔的时间，它等于 
29.5306 Hj 交点月，就是月球在它的轧道上从“交点”开始绕 

地球一周再回到这个“交点”所需的时间（所谓“交点”就月球 

绕地球乳道跟地球绕太阳轧道的交点)等于27 4 2123日•试证日、月 
蚀之周期为18年又11天* • 

证： 

29.5306 广 ……… 

好^^-=〔1，11，1，2，1，4，2，9, 1, 25，2〕 


因为〔1, 11〕 


12 

U 


11 x 29. 5306 - 12 X 27,2123 


1.711 


所以，如果把经过11个朔望月或12个交点月作为月蚀周期，误差 
为 1.71 天. 

因为〔1，11, 13 = 

12 

I 12X 29.5306 - 13 X27.2123 | = 0.6073 

所以如果把经过 12 个朔望月或 13 个交点月作为月蚀周期，误差为 
0.61 天. 

因为〔1，11，1，2〕=处 

35 

I 35 X 29.5306 - 38 X 27.2123 | = 0.4964 
所以如果把经过35个朔望月或38个交点月作为月蚀周期，误差为 
0.50天.因为 f 1，11，1，2，1 


51 

47 


47X 29.5306 -51 X 27,2123 


0» 上丄 09 


原騾为〗8年零10天, 





所以如果把经过 47 个朔望月或 51 个交点月作为月蚀周期，误差为 


0.11天_ 


因为〔1, 11，1，2, 


14〕 


242 

223 


| 223 x 29.5306 - 242 X 27.2123 | = 0.0528 

所以如果把经过223个朔望月或 M 2 个交点月作为月蚀周期，误差 
只有 0.05 天= 1.2 小时 • 故可把经过223个朔望月或242个交点月 

作为月蚀周期，它等于 

223 X 29*5306 天= 6585.3238 天 

«18年零11天. 

习埋4 火星最亮和离地球最近的一年，叫做火星的大冲. 

吾人知道，地球公转一周的周期是加5+日，火星是6 8 7日.试 


证火星的大冲每隔15年一次 • 

证： 


687 


因为〔1，1〕 


365.25 


2 


〔1，1，7, 2，1，1，11〕 


| 2 x 365.25 - 1 X 678 | =43.5 
所以如果把经过2年作为火星大冲周期，误差为天 




因为〔1，1，7〕 


15 

¥ 


| 15 X 365.25- 8 X 687 I - 17.25 

所以如果把 15 年作为火星大冲周期，误差只有半个月左右，故可 
把 15 年作为火星大冲周期 • 
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§10 He6HmeB 定理及 Xhhhhh 定理 


习题试证明，若0为一无理数，其对任一 e > o 常有整数 

冗及鉍 ，使 

\ x $- y \<^~ 9 


则对任一 d >0 及任一实数 ft 常有整数 at >0 及 y ， 使 


久0 — 2/ — 冷 | 〈 


+ 6 


3 文 


* 


证：首先证明对任给的 e >0 ,存在无穷多对整数 h 1 ( P ， q ) 

， 使得 


6 


P ^ ^1 


Q 


a 


0<|<5 1 |< 



5 


由题设知道存在整数对使得 

1^1^* Vi I 


e 


对于 I &0- 仏1，同样有整数对〜、心，使得 

㈣ <2 


2 


对于 | j / 2 | ，也有整数对 z 3 、 j / 3 , 使得 

用上法可以得到 

1^1^- Vi I 

x I 

\Xid- y 2 1 <-? 

X Z 
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I X m 0- I < 


e — 

x m 


并且显然有 

… <| 知 1/m lO-ym- i | <-•< t/z I < 

\XiB- yi I 

这就 证明，对于任给的 e >0， 存在无穷多个 整数对 X 、〃，使得 

- 鉍 I <士 


成立.设 


- Vi I 


ii^il 

X, 


因为^可任意大，故可假定0 < 
那么由前述可得 


△1 


^1 


1^2^" Vl I 






X 


1 


x % B - y z 


\ x i ^~ Vz \\^ 




， 0 <|^!|<1 

丄<」二（只需要 h > V 5). 
V 5 

* 

_ __ — ■ 

. r—-.L . 

X 2 Xi 


gj^s i 1 ^ 2 1 i^i i 

X z X z Xi 


, a Xm — 1 ym - 1 I I 

Urn : — 一一-- 

Xm 

B\A m \\Ayn-i I … i 厶 2 i 1 厶 1 1_— 

_ - ■■圓 ^ m- _-n- — — 

- - - ._• . - - ■ --- 

XmXtn- 1 '^X 1 x l 

其中0 < I 1<1, w =2, 3， . 

因此如果令 

7* I I … I 厶1 1 

厶 m = -- 一 

Xm - 1 •• I 
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就得到 lx m 0-2/ m 


eA 


xm 


再设则有 

Xm 


l«5i I = I ^ 


又因为显然有 0 < A m < 




，做得 


o<|a ! |< 



5 


这便证明，对任给的 e >0, 存在无穷多个整數对 i ?、 ( p ， q ) 
1,使得 




P + 叻 i 、 
Q q z 


， 0<|<5iK 


■ ， I 

V 5 


不妨设 (XAS 
使得 


V 5 


因为若有无穷多对整数 P 及 h ( h 幻 =1 


Q 


edi 


<心<0 



5 


只需设 V 


❹ 


- Pf = 一心， 则对于 V 就有无穷多个整 


数对 〆、 A ( 〆 ，(!）= 1，使得 


e 、6 L 

Q 


ed / 


成立，并且满足条件 


0<<5/< 


V "5 


此时，如能证明对任给的 d >0 及实数]3 
/，使得 


沐常有整数; C > o 及 
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I 一 〆— 泠’丨 < 


+ d 


Zx 


成立，实际上也就证明了 

| — y — PI < 

是成立的.在上述不等式中，〆 = 


1+<J 


y . 故常可以假定 0 <~< 


V ~5 


若 I 、 I 为任意二实数（后面确定），且•则常 


可求得整数对太、》，使得 


px — QV = 〔 9 办〕， 


因此 \ x 6 ^ y -^\ 


Q 


xe ^ 

Y 


X 


1 X 

x a 


xed 


9 


其中 T = ^3- 〔矽〕.欲使 

• - T )<i 

3 q \ <1 / 3 

…作 x 1 1 ^ x 1 ed i xr t l 

则须 IS；— 3 4ea, ^A£d 


< 


Aed x 3 


< 


X \/ e <5 i 


2 V ed x 


y 〈岳 


3 


只要 


T a 1 


Aedi 3 


彡 0 即 


就有 






ied x 






2 sj £(5 1 



4 ^i 


令 
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2 ^ed { 


4^7 3 ^ 


T 


2 Vedi 


4 ed t 


下面研究如何才能使 “-1 • 对不等式 


t — 在1 


s/ ed 



T z 

•■- ■ », I_ W 

4ed 



x 


4ed 


求解得 t 2 <1 + p dl 


>1 


因此当 


4ed 


<^ 2 <~ + e 2 d 1 


时，结论已经被证明. 

2) 当时，因7 >0 ， 0 < d { < 


sfi 


4 = 


T 


s/ed v v 2 ^^7 



r 


4ed x 3 


> 


\/ gS 


3^(5 i 


> 


>1 




(只需取 0 O < 



即 可）. 


对任 一 ^>0,取 ^=^ + 71 ,显然 <^—1=01， 故满； 

px - Qy =〔 Q $\ 占的欠存在•又 


从而 




4 __(i) 

另一 方面， 因为 y : =ax + b ， 故当; t 在一区间内变化时， I / 2 在两端 
点之一取得最大值，因此 

j 

x ( xe 6 ^ x \~( x ^ e6 ^ - 一 __ V - 

#丁 v - v - r ~ 4 吨 

<max ( y ^ + A + W ^, ) - j ^} 

而如果 max jij 2 ed 1 - ijr /(^_ l !_ + l . + W^i ) - 4 ^ 7 } 

= ij 2 ed! - 7JT 

则有( 7 上_ +丄 + - 7 ^<^ 2?<51 "* ^ 

W 4edi 3 7 4£ °1 

从而 4+27 J + 

3 V 4 3 


此不 可能. 所以 


max 


^ri 2 sdi - 


爪， 



2 


X 


W e<5 


T 


2 


4 e(5 i 3 


4 e <5 i 



r 


2 


% 


ied x 


i+ + W et5 i 

3 


T 


% 


4 ed 1 


从而 


jg / 1 

o \ o 


T 



T 2 

* mt 


丄丄 tTK . 


\ 


2 


X 


2 




也就是 _ 

色 ( 心 ― T) ‘ 丄 + 7^1 +27]'/l! + ^l_ (2) 

Q / 3 V 4 3 

从 （ 1 )、（ 2 ) 我们可以假定 
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X 

1 


(xed x 

\~r 


T 


^ Z s 6 l + 




不然的话，就有 


x (xed 

V (了 


r 


>^ 2 ^i+2i? /l!+£^ 


x (xsd 

■■■■ — I 1 


>4 名 • ■ _ ■ ■■ •- ™ n- 

~ x )~ Y<~ (^ 2£ <5l + 2”_y/l! + £i_ 


(3) 与 （2) 矛盾； （4) 与 （1) 给出 


X (x€d x 


T )|<i 


此种情形结论显然成立.所以 


x /x£d { 


T - 


<v 2e ^i + 2^l! 


ed t 


3 


<i?+2ij = 3^j 
(只需0<??<1， 0< e < i ) 


此即 


x (xedy 

J\~q 


― tj S = 


+ 0 ( 1 ?) 


由于 n 可以 — 0 + ， 所以在此种 情形下结论是 成立的 
3 > 当 yi + e % 2 < T <1 时，因为 


■ir 




+ e 2 


1 


+ — 1 


2 


2 j | 2 


e z d x 


i (士- l ) / “ + ― 2 

~『■ - ■» ■-- __ 

2 ! 


(e 2 <V) 


2 


屮 V 一 + 


(3) 

(4) 
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所以 



+ e 2 (5 / >-|- + -|- £ 2 < 5 i 2 


一 2 ? C 4 () 

64 


从而 


1 


c>| + |~ e2d ’- 飪 £ '‘ 

0 ， + 卜‘ 


任一^>0且合条件可以决定整数对欠、扒使其 


满足条件 


px _ Qy = 〔祕〕+ 1,明 (1 + 空 


此时 I /-引 


xd i e ^ l z 2 


Q 2 


a 



i ^+ ( l - T ) 


o 


<1( ( l + t |)<5 〆 十 


4 




其中 ir = 砍 


_ 〔祁〕 . 由于 e 可以任意小，总可以选取 1 ，使之满足 


27 


ij>3 {(l + ^)<5i e + g4 




因此 


i> (l + ij)<3ifi 


e 


从而 


27 


1 -y 5 > \ (+11)<5^+|— J e2<j l* + 64 £4<5 


所以 


W - 卜 )3|<+ {“ + 抑， 


2 丄 27^4^ 


r 2<5t + 64 


<1 

Q 


1 +7}/ (1 + 匁) 


2 


< 


3 ^r 


1 + (2 + ti ) j | 

3 x 


又因为 (2 + iJ )^< d ， 故 


\xd- 泠|<立 


+ 6 


Zx 
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第十一章不定方程 

一 、提 要 

定理1 不定方程 

OiXi + ctzX z + **• + (tn Xn = N 

可解的充分必要条件是 

(沒1，02,…，你 ） • 

定理2 设 {a l9 a 19 an) - 1,命 Z (^ V ) 表方程 
a \ x i + a z^z + + an Xn = N f a^> 0 9 0 的解数，则 

iim A< N > = _1__ 

N-^oo … 办 (n- l)i * 


定义 称二次不定方程 

ax z + bxy + cy l - k 

合条件 (A 2/) = 1的解 Or , 0为既约解，其中4沉非平方数 

且（沒，办，= 1 • 

定理3 若 x、v 为一既约解，则可唯一定出二整数 s 及 r， 使 

xs — yr- 1 

及 /" {lax + by ) r + (bx + 2 cy)s 

适合 / 2 =rf(mod4fc), 0 </<2Jt. 

定理4 若 Uuh)、（h,h) 为对应于同一 Z 的二既约解， 

则有 
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tax x + {b^ d )y l - (Zaxi + (b + d 

5 2 八 

此处， £ 及 《 为 

t 1 — du 1 — 4 

的整数解.反过来，若 Ot : 2 , 2/ 2 )是一既约解，则由上式所定义的 
( x l 9 义）也为一既约解，且有相同的 /• 

定理5 设^<0，命 

% * 若 4 

r T • f 

w— 4 f 若 d = — 4 

、 6 ，若 d = - 3 … 

* 

则不定方程 住 X 2 +bxy + q^ 

有 m / 个既约解对应于同一 /. 

定义设 O 0,. 称不定方程 

ax z +bxy + c^ = k 

适合条件 

2ax+ (b~ 0 , 1 < + ^Al y . 1 <e 2 

, 2ax+ (b~ ,j~d)y 

的解为 原解. 其中 e 是办 2 = 4 的基本解： 

定理6 设^>0，对应于同不定方程 

ax z = k 

如果有既约原解，则只有唯_既约原解 * 

定理7 对应于同一/,不定方程 

ax; ‘bxy + cy 2 = k 

如果有既约原解，则只有 w 个. 

定理8 不定方程 

x z +y z - z z 

满足(尤，好 ） =1 、 0 、 奴〉 0 、 《> a 、 （不， y )~ 1 ^ 2|七..的全 

部整数解可表为 
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x = 2ab f y = a 2 — b 1 ， z-a 1 +h z 9 
(a ， b) - I 9 0 , + b= 1 (mod2). 

定理 9 在非直线的有有理系数的二次曲线上如有一有理 

点，则有无穷个有理点. 

定理 10 设]、 B 、 C 是不全为零的有理数.若 B 2 - 4 尤为 

•平方数，则二次曲线 

+ B^t} + Ci) 1 + + £巧 + F = 0 

上有无穷个有理点. 

定理11不定方程 ' 

x A + y k ~z 2 9 x^> g , y> 0 

无整数解. 

无穷递降法使用步骤如下： 

(1) 若一命题对若干正整数 w 正确，则在这些 n 中必有最 
小的. 

( 2 ) 若户(”)正确，则有一正整数 〆 <«，使也正确 • 

若此二步已证，则命题 P ( n ) 决不成立， 

定义不定方程 

X 2 + 存2 + z z ^ z^yz 

的解名为 MapKOB 数. 

定理 12 若％。、％、心是不定方程 

X 2, + y 2 + z 2 = ^xyz 

的解，则 X 。、 ？/()、也是 • 

定理彳3 不定方程 

W 3 + 3W ( X 2 + Y 2 - hZ 2 ) +6 XYZ = o 

的有理数解为 

W ~ - Qpabc , X = pa ( a 2 + 3^ 2 +3 c 2 ), 

Y = pb ( a 2 + 3 b 2 + 9 c 2 ), Z = 3 pc ( a 2 + b 2 + 3 c 2 ), 此处 （ fl ，6， c ) 
=1 , 且 P 为有理数. 
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定理 14 任给一正整数 6 必有 一数尺 存在，可以用 r 种方法 

表为二立方数 的和. 

定理15 若 C #0， 则三次曲面 

匕 1 +Ai + B + Cr} 7, 

上有无穷多个有理点，此处/、 5 、 C 为有理数. 

定理16设/^4, ti ) 是一有理系数的三次多项式，但不能用 

一次变形变为只有一个变数的多项式，则三次曲面 

C 2 = f(4,n) 

上有无穷多个有理点 • 

定理17 命心 ( 6 刀，及(4,小0为 t il 、 C 的二次齐次式， 
则三次曲面 

eS 2 (^7i,C)+r 2 (^,^0+^= 0 

上有无穷多个有理点 • 

定理18 若非锥面及柱面的三次曲面上有一有理点，则有 

无穷多个有理点* 


习腰 

之解数为 


二、题 解 

§ 2 一次不定方程 

若（〜幻= 1 , a> 0 , 0 ，则 

ax + by = N ， Q ， Q 

N- (bl + am) + ^ 

3—— 


此处之 J 为 We AT ( moda ) 之最小非负解答，又饥为仙之 

最小非负解答. 
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证： 设 4、 心是合条件^>0、^>0且X。最小的一组解，则 

x^x 0 + bt y y = y Q — at 

给出狀+“=”的全部整数解，此处堤整数.设&是最大的一个, 
从而!/ = 2/。 - &给出 

a a a 

又由 bl = N(moda) , am= N(modb^ 

有 N = ar + bl，N = bT + am 

从 / 、 m 均为非负最小解答知道 



显然也有 ZO . 若不然，由 

ar + bl-N 


知道 r 、 Z 是 ax + by 二 N 

的一组非负解 且/是 最小者，而 

ax + by-N 


的全部解可由 

x^r + sb 9 y = I - sa 

给出，取 s = l , !/=卜0仍是它的解，此与〖最小矛盾•另一方 
面，由题设条件有 

N=bl^bl + am (moda) 

N^am=am + bl (modi) 

结合条件 （ a 的 =i 可得 

N=am + bl(modab) 

此即 ab\N- (am + bl) 


故 


N - (am + bl) 

s - ■ - -- •— - ■ ■ - ■ ■ r I" - 

ab 


是整数.又因为 
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V 。 一 T —N - am 

■ ■■ W - ■ ■ 1 一 

a a ab 


N - (am + bl) 


ab 


+ 


a 


且心， 









, 从而就有 


N — (am + bl) 




ab 



N - (am + bl) 
ab 


〔去〕 


N - {cm + bl) 


ab 


所以 0 〔令〕 = 


N — (am + bl) 


故呵取 


N - (am + bl) 


ab 


ab 


个值，此即合题设条件的解数为 


N - (am + 6/) 
ab 




4 解 ax 2 + b 乂 : y + cy 2 = fc 


习题 1 如上述之假定，证明 


0<2/<( 


e 


e 


Jakfd. 


证：“如上述之假定”系指方程 

ax 1 +bxy + cy 2 = k^> 0 

合条件：«>0» b > Q , d = 6 2 - 4«c>0, 

L — 2ax + (b + d )y，L » 2 ^^ + (h — y ， 

L>r>0, l<|4l<e 2 , e = 

i L I 1 


x , + y Q ^^ X 2 - dY 2 r = 4 的基本解 
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* 



今有 


iak 


因此 


0 <^ 2 \/ dy = L—L = L 


4alc 


lTL - 



Auk 


LL 


结合条件 1 < 


L 


2 


有 



L 


从而 0<2 y ^ e ^/ 4 ak - 


故 


0< y <( e ~ +) v^/J 


iak 

e^/iak 


习题 2 证明 


)^/ 4 aJc 


t — bu t+bu 

= — g — x^cuy 9 y x = anx+ - g - y 


变 +& 抑 + ^/ 2 为似 i 2 +^i^i +CI/J 2 # 

证： ax i 2 +bx i y l +cy i 2 


a ( 


bit 


x- cuy 


+ b ( 1 ~ ^ x-cuyY(aux+ - + } U - y 


c(aux + lt}~ y) 


a(t - bu) 


(/- bu) 


abu + a 2 cu 2 \x l 
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^a(u(t + bu) + 办立 2 一占 H - abcu 1 -acu(t-bu) 
k 4 


由 d 


acV _ bc ^±M. ^(t±buy^ yt 




2 


4 




6 2 - 4 沉且 f - du z = 4 , 因此 

拉一 10 2 + ( ±=M^ + a a ctt* 


a 


2btu + b z u z t 2btu- 2b 2 u^ , Aa z cu 

. . H ■ ■■ ，一- ■• 




4 


4 


4 


a 

I 


+ Aacu 1 - b 2 u z ) 


zz 


~(t z — du 1 ) - a t 


acu (t^bu) + — abcu 2 — acu (t-lm) 


abcu 2 + 


bt z 一 b s u z 


(4ac« 2 + 1 1 -b 2 u z ) 




ac z u z 


ac 2 u z 


bcu(t + bu) ,c(t^bu) % 

-- •十 - 

2 4 

hctu + b 2 cu z . « 4 + 2&rt« + 6 1 «i 1 


= —(f 2 + iacu 2 - bu l ) 
4 

=—(/ 2 - du 2 ) 

4 



把 （ 2) 、 (3). (4) 代入 （ 1 ) 可得 

ax t 2 + bx 1 y l +cy { 2 -ax z + bxy + cy 


2 


也就是变换 h 


cuy y y x - aux + -~ + ^ u - y 


把似 2 +6 巧 + cy 2 变为狀 i ^ + bx i y i +cy x z ^ 


§ 5 求解方法 


习題 1 求下列诸不定方程之 诸解： 

(a) ^x z ^ gxy + 7y 2 - Ax + 2y ^ 109 

(b) 3 文鉍 + 2 奴 2 — 4 欠 一 31 /二 12 

(c) 9x 2 - I2xy + Ay 2 + ^x + 2y ^=12 

(d) x z -Sxy-17y 2 + 72 y - 75 = 0 # 

解 ：⑻设 

X = 3 欠一 4y — 2 ， Y " — 5 

方程 (a) 就变形为 

5X 2 + Y 2 = 1680 (a f ) 

W) 有以下 8 组解： 

(4, 40) ，（ 4 ， -40 )， （ - 4,40) ， 4， - 40 〉， 

(16,20), (16,- 20), (- 16,20), (- 16, — 20). 

从而方程 ( fl ) 的所有解由下面 8 个方程组 给出： 





f X ^ — 4 
W = - 40 


(5) j X=16 (6) ( X=r16 (7) 严一 16 (8) 严一 16 

又 no W=-2o ino ir- - 20 

方程组 （2)、（3)、（5)、（8) 均无解.方程组 （1) 给出解（14, 
9)， （4) 给出解（—10，- 7)， （6) 给出解 （2,- 3), (7) 给 
出解 （2, 5). 所以方程 0) 只有四 组解： 
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(14, 9)，（—10，-7)，（2，- 3)，(2,5)# 


(b ) 可变形为夂 


2 t / 2 + 3*/+12 

32/- 4 


9 x 


62/+ 1 + 


112 




(&，） 


3y- 


( fc ，〉 给出 3 沒 -4|112， 又因112 = 2、7，故於 1 ^^-可 能取土 


土 2 、 ±4 、土 7 、 ±8 、 ±14 、 ±16 、士 28 、 ±56 、 ±112. 

但( V )又给出3|1 + ^^，故- 3 +^^只可能为 


-1、2、-4、 - 7、8、14、-16、-28、56、 - 1」2. 

因此3〃- 4只能等于 、 

-112、56、-28、-16、14、8、 - 7、 - 4、2、 -1. 

故2/等于 

-36、20、- 8、- 4、6、4、 - 1、0、2、1 • 

代入作)知%等于 

24 、 -13 、 5 、 2 、 -3、 - 1、- 1、- 3 、 5、 - 13. 

所以方程 ( W 有下列10组解：（24， -36) ， （-13, 20) ， 

(5,-8)，（2，-4)， (-3,6), (- 1，4)， 

(- 1，-1)，（ - 3,0)，（5，2)，（-13, 1)» 

( C ) 解关于 X 的方程得 



(122 /- 3) 士 x / a 2 y -3) 2 -36 T 4 y 2 +2 y -12) 

18 


= (4y -l) ±V49- Jjg 

6 

设 49-16 g = f 2 ， 则有 
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X zz 


4存一 1 士 



y 




( 2 ) 给出 16| P - 1 ，从而设 i = 1, 有 

tZ -j = -j ) 2 - 1 
16 16 4 

如果设 h - 1 = 4女 2 即幻 = 4 fc 2 + 1,贝! I 

^ " 8^2 +1; 

如果设 h 二 4 ^ 2 ，则 

- 1. 


(一）当 p 狄 2 + 1 时，由（1)、 （2) 得 

x ^ 2 - 2 k , 2 - - 1) 

3 

或 

1 - 2^: 2 2 - 2k, - 2(^+ 1) (k 2 - 1) 

3 

■ ■ 

y^3-4k 2 z -k z 

( i ) 设& 2 = 3^： 3 ，分别代入（3)、 （5) 得 

(X^ ~ 24^3 2 + 2(3+2 
'y= - 36^3 2 - 3^3 + 3 
代入“）无整数解. 

(11) 设/：2 =从 3 + 1 ， 代入 （ 3 ) 、 （ 4 ) 、 ( ti ) 得两组解 

( X ^ - 24“ 2 - 14^3 

-36^3 2 '27^3 - 2 

( x = -2Ak s 2 ~m,-s 

又"二 — 3认？ 2 - 27幻 一 2 



( iii ) 设 h ^ 3匕 + 2 ，代入 （3) 无解，代入 （4) 得 

jx — - 24 灸 3 2 - 38 左 3 - 13 
— 36 左 3 2 - 51 女 3 — 15 

(二）当 f = - 1 时，由（1)、 （2) 得 

x=l-2k 2 ^2k z -^ + 1) ^--^ 

6 

-f V - ^ 9k 2 2^2 (^2 + 1) 

X — £ — dtK 2 ^ 

奴 = 3 — 4 灸 2 2 + k z 

( i ) 设 Jfc 2 = 3 fc 3 , 代入 (10) 无解 • 代入(11>、<12〉得 

(X = — 24^3 2 - 2 左 3 + 2 
'沒= 一36无3 2 + 3灸3+ 3 

( ii ) 设 (2 = 从3 + 1，代入(10)、 （12) 得 

(X ~ _ 24左3之-10左3 + 1 

又2/= — 36灸3 2 — 21^3 

代入 (11) 无解. 

( iyi ) 设 Jfc 2 = 3 Jt 3 + 2,代入(10)、（11)、 （12) 得二组解 

yx = — 24^3 2 ~~ 26 女 3 - 5 

Ay = — 36^3 2 ~ 45 无 3 _ 11 

rx — — 24 k 3 2 — 34女 3 - 10 

— 36^3 2 ~ 45灸3 — 11 

综上所述，方程(幻的解由（6>、（7)、（8)、（9>、 

(15)、 （16) 诸式给出. 

( d ) 设 X = 332/ - 36 ， Y =： x ~ Ay 
则方程(心变形为 X 2 -337 2 = -1 X 79 
方程 f - 332/ 2 = 1的棊本解为 . 


(9) 

( 10 ) 

( 11 ) 

( 12 ) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 
(13)、 (14) 
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^ o -^ oV 33 = 23+ 4 

而方程 X 2 - 33 F 2 = - 1179 任一类的基本解 

u Q + v 0 a s / 33 

必须满足 0 < v ,< —— ^ —— /at 

\J 2 (^o — 1) 

又因为％ = 23、 y 0 = 4 、 iv = 1179, 故可得 


0<v 0 ^-— 

V2(23 二 r) 


Vll79<21 


但在 0< v fi <20 的范围 内只有 

w o + ^0^33 = 3 + 6\/ 33 
为方程 X 2 ~33 Y z = -1179 

的解，从而 X 2 -33 r 2 = -1179 只有一 类解. 故全体解由 
X + Y ^/33^ ±(3+ 6 V 33) (23+ 4 v 33> 

给出，其中《为整数.又因为 

X = 33 i / - 36, y 二 x — 

故方程(心的全体解由下式给出 

(33 双 -36) + - 42/)V33 = ± f 3 +6V33) (23 + 4 V33) W 

其中》仍然为整数. 

习題2 设&<\/ d • 求证 

ax 1 +bxy + cy % = lc \ 

之解，可由似 2 + f«+c = 0 

之根之渐近分数得之4试推广本节之结果. 

证*显然必须假定^为非平方数且/:=¥0,因此还可进 
一步假定*>0，否则可用-1乘狀 2 +6巧+卬 2 sjfc , 再设 〆 =: - a 、 
= - b 、 〆 = - c 、 左' = -女，则似 2 +办叩 + c〆 = t 就变形为 〆 x 2 十 

b ’ xy — c’ y 1 = k f ， 而 Jt ’>0* 

设是似 2 + hi / + q /* = i 的^ •组整 数解， J 1 合 


2：>5 



条件 $>0 、 《 >0 、 (p 9 q) = 1 

(― ) 先证 


其中 a 


h 七 \j A 


2a 


a 


i 


— 6-VI 


la 


它们是 /(%)= 似 2 +以+喻根•由 


ap 2 + bprj + cq 2 =Jt 




得 


P 


bq± ^/b z q 2 - Aacq ^ + 4ak 


2a 


即 


<1 


b± Vd + Aak/q 2 
la 


当 fl >0 时 

P — 

mmmm- 

Q 


b+ s/d + Aak/q i 
la 


> 


b + ^ d 

2a 


a 


p _ — — \/d + A^tk/ ^ 〆 一 b 一 d 〜 

m * — ■> zn ■■■ -- - - - ■ ~■ ~ — - —■ - - - - • 

jm. 2 


Q 


2a 


2a 


当 fl <0 时 


P 




2 a = - b + ^ d + iak / q 1 + 々 d 9 




P 

1 




2tQ = 一 b — \/ d + 4 i £ ik / Q ^ ^>一务一 ^^ 


i < 


故 （ l ) 成立 


/nr 

sjd 


a 


2a 


2 


(二）再证 《>0 时，或者《<0、 c <0 时 


( 1 ) 
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a - ^ 

* 

其中 a 是 fOO = 似 r 2 + 奴 + c 的根 • 当 a >0 时，有〜<£^. 

如果告 < a 2 ， 对⑼在〔含， a 2 〕 上使用 Lagrange 中值定 S 1; 

f («2) - /(~) = f ’(4)( a 2 ， 夕)， 

因为 /( a 2 )= o , r (4> = 2 成+ 6，得 



2 


P 


Q (2o^ + b) q 


ft 于 


a 


P 

Q 


i 


P 

T 


从而要想 


a ^l 


R ^~2 W^b 


< i 即就可以了.而 4< 二^二 i 是显然的，可以从 


2a 


厂也 、 a 


z 


2a 


^^<二 ^和 立得. 这 就证明 ，音 < 


a 2 时: 


flf 0 — 


I 

Q 


< 丄 

、《 2 
Q 


(3) 


如果 刚对/ 在 
样地可以证明 








上用 Lagrange 中值定理一 


a 


? 


< 


a 


2 


(4 ) 


当《<0、 c <0 N 、 j ‘， 有 


b+^d 

■ J "■■ - r~w , ■ ■ ■ __ , B __ l _ 

2a 


«!<« 


b-^/d 

-- ■— ■— 1 -. 

2a 





由(一)的< 1 ) 得 


2a 

下面再进一步证明 


^ ^ d ^ p ^ — is/d 

___- 

a 2a 


(5) 


一 b + k 

~~ 2a 


<i< 


k 


2a 


( 6 ) 


不能成立.否则，用与（一）完全相同的方法可得 


— b + k 


2c <f < 


b^k 




容易验证二¥>0,否则二 p < 0, 这就与二 
相矛盾了*同理二 "^ X )， 从而 (60 给出 

/ p / 2c t 7 \ 

ZTiri^^jZTc w ; 


由于《、 C 的对称性，反过来从（7> 也可以推出 （6), 此即 （6) 
与 （7) 等价，故得 

一 b + k 2c 
%a 一一 b — k 


和 


一 b 一 k ^ 2c 

^ «■■___ ■ ■ — ■ ■ _ 1 _ 

2a —b + k 


但此二式均给出 b 2 - k z = 4 ac 

设与题设纟<彳7是相矛盾的，故 （6) 确实不能成立 • 因而 （5) 


给出 


或者 


ti — 

4 * ■_■ 1 _ • 

-b + 0 J d 


-fc + 

1 

2a 

a 

2a 

b-k^ 

Ac 一办 

H' 

= a % 

2a 

4 

2a 
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用与前面相同的方法即分别在区间 I 〕和区间= 
上对使用 Lagrange 中值定理，可得 


3 


a 


或者 


a 


% 


Q 


t 

Q 


<1 

Q 2 


< 


( 8 ) 


Q 


2 


(9) 


从 （3)、（4)、（8)、（9) 便可以得到 （2). 

(三）下面证明 O 0 或《<0、 c <0 时，本题结论成立.由 < 2 ) 
可设 

0 — — , e = + 1 , 0<0< 1 

Q 


命 


t 


… ， tfn- i 〕 




Ptt i 

fln- i 


(—1 


€ 


(因+展成连分数有两种方法，即《偶或《奇，故可取(- 


) ，卜1 


就有 

由次式定义月 


如是，则有 


a 


Pn 


ed 


Qn-i <ln- 


2 


a 


pn -13 + pn-2 
Qn-i^ + qn-2 


( 10 ) 


ed 


(一 1 厂卜 i 


fln 


% 


Pn-i^ + pn-2 Pn-x 
Qn-i^ + Qn-2 Qn-i Qn-l (Qn -i^ + Qn-2) 


故 


6 


3n» l 


fln -1)3 + fin » 8 
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解此式可得^ = in 


因为0<0<1,故 j3>0, 而 (10) 就是 

0 = 〔《。 ， 0i ，…， " 1 ，爲〕 《 10 ’〉 

若岭 1, 则 

3 = an ’， an f — (jin 9 G n -t-1> •••〕 

1 4 

即 I = ^ 为 a 的渐近值.若]3<1，因)3>0可知 

Q Qrt - 1 

〆 1 '"N 

&fi — 1 H~ I = Oft - 1 + C ，C 1 

P 0 ^ 

即 〔 a 。， … ， Gn-2 ， tfn-l+C ， …〕 

也就是说，〔〃。， … ，如 - : 〕 不是 a 的渐 近值，因此 3>1 是！为 a 

* 

的渐近值的必要充分条件 . 现在来证明冗 >1, 

把 (10) 代入狀 2 +k + c= 0 得 

An^^-Bn^ + Cn * 0 (11> 

其中 An - apn 一 1 2 + bpn - lQn - 1 + CQn -1 * 

Bn = 2apn - ipn - 2 + 办 (Pn- lQn 一 2 + Pn-2fi»-i) + 2CQn ^ 15n - 2 
Cn - Clpn - 2 2 + bpn - zQn - 2 + c^tn - 2 * ' 

直接计算可得 

h - > _ _ 

B n 2 - iA n Cn - (b z - 4ac) (pn- l^n - 2 - pn~zQn-i) % »b % -iac 


再由 


P —Pn-i 

■ ■ ■ ■■ - -- - 

Q Qn-i 



可知解 (11) 得 

只 ― 一上 ^ ± \/Bn 2 - AAn Cn 一 

戸—一 — ^- 一 


一 Bn ± rf 
Zk ^ 


设 



— Bn + aJ d 

W 



— Bn 一 sj A 

—~2 k 
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从 （10 O 得 h …， ami 〕 

«2 - 〔 tf 。 ，"1 ，… ，你- 1， A 〕 

或 «1 =〔《。，《1，…， flW -1， 沒 2 〕 

a 2 = 〔® o ，0 1 ，…， a 打 - 1， 31 〕 

由卢>0即—二 :^一！ 上0 ， 0 , KAn = k> o 

2k 2k 


可知， Cn > 0 , B n <0 . 从而 

AAn Cn — Bn 2 — d^> 0 
Bn z >d 


JBn < - V d 

如果取 )3 = ^ 那么从 -^ +^/~d> 2 ^~d, 

2 An 

r 

2 A n =2〖<2^/7立刻得到 

月>1 

故当 《> 0 时，或者< 0、0对， | 的确是 

i£ 


ax & + bx + c= 0 

的根的渐近分数. 

(四）最后证明《<0、 c >0 时习题结论也成立. 

由前面所证知道 | 是方程 

P 

a + by + cy 2 ^ 0 

的根的渐近分数.如设<5是《 +知+印 2 = 0的根，就有<5=丄,因此 

a 


爹若是嫩渐近分数的话，那么 } 就辦的渐近分数. 


综上所述，我们证明了 
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ax 1 -^bxy + cy 2 -k 9 k<C^J d 

的解 ，可由 

ax 1 +bx + c= 0 

的根的渐近分数得出. 

必须着重指出，当^为平方数时，习题结论就不能成立了 •例如 
~ x 2 + ixy = 4对应的0, 4 | 而尤= 2、 y = 1 是一欠 2 + 4^> 

= 4 的一组解，但 | 或+既不是 a= 0 的渐近分数，也不 是》«= 4 

的渐近分数.当为非平方数时，若 （=0, 容易证明 d 2 + h 2/ + 
cy 2 = 0只有零解. 

我们可以将本节结果作如下一些推广： 

⑷ 方程 

ax 2 ■+ bxy + cy 2 +dx + ey + f- 0 (i4j) 

在 D = M -4« c >0 且非平方数， k<^~d G 在下面确定）的条件 
下，其解也可通过方程 

ax 1 +bx + c- 0 

的根的渐近分数而得到.以乃 2 乘(/0得 

aD z x z + bD z xy + cD z y z + dD z x + eD z y + fD 2 = 0. 

命 Dx-x f + led - be 

Dy-y f + tae - bd 

代入上式得 

a(x f +2cd-be) 2 + b(x f + 2cd - be) (y f + 2ae-bd) 

+ c(y’ + 2ae - bd) 1 +dD(x / + 2cd - be) 

+ eD(y f +2ae-bd)+fD 2 - 0 
即 ax f 2 + bx f y f +cy f z = k 

此处 -k - a(2cd-be) z +b(2cd-be) (2ae - bd) 

十 c (2cie - bd) 2 + dD {Zed — be) 

+ eD(2ae~bd) + fD 1 
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再由前面本题的证明可知，此推广是正确的。 

(5 ) 方程 

ax 1 + bxy + cy z = k ( J5J 

的解可以通过求的渐近分数而得到 • 

(By ) 可以变形为 

( 2 ax + by ) 2 - dy z = 4 ffJt 
设 w = 2 似:+幼， y 9 则又变形为 

U 2 - dv 1 = 4 ak 

由关于户说方程熟知的结果可知 

u z -dv 2 - Aak 

的所有解可从 n /7 的渐近分数逐一求出，即必然存在 72 ， 合条件 

多 n-i 2 — dQ n ^ 1 2 = ( 一 1 )n , (- l)nQ n - iak 

如果设的循环周期为 /, 则有 

乡 ml - 1 2 - ^rrtl + n* i 2 = A^k 
即 «= ±Pml + n - i , v — 士钇 ml + n-i 

是方程 tt 2 - rfv 2 ==4 忒的全部解 • 又因为 

u = 2 ax + by 9 v = y 

故不定方程（足）的全部解存在于 

x = 一厶（土孕 m l + n - 1 ) + Pml +n-1 

2a 

V~ ±^ml + n_i 

之中，因此方程 (^ i ) 的解可通过求的渐近分数而得到 • 

由 M ) 和 ( B ) 可以得到， 

( C ) 方程 

ax 1 + bxy ^-cy 2 +dx + ey + f ~ o 

的解可以通过求 V 互的渐近分数而得到. 

(£>) 关于方程 

4 

(IX 2 +bxy + cy z = fc 
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的整数解的个数，还有下面较一般性的定理 * 

当 i /=0, 0=0时，无限个解或无解 J 
当 d =0, 时，无限个解或无解； 

当 d <0 时，有限个解或无解》 

当 d >0， d 是平方数，&= 0时，无限个解> 

当</>0，^是平方数， fc # 0时，有限个解或无解 j 
当 d >0, d 非平方数，灸= 0时，只有零解欠= ?/= 0; 

当 cC >0 、^非平方数、&年0时，有无限个解或无解 • 

§6 商 高定理 之推广 

习題1 解不定方程 

X 2 + y z ^ z K 

并证明其解能适合 

00、#>0、之>0、 \ X , 2/) = 1, 2^者，由次式与之： 

X- 4ab\a 2 ~b z \* 9 y~ | a 4 + 6 4 — | f 

z = a i + b 1 9 fl>0 ， b>0, (a 9 b) = 1 , <? + 6=Hmod2). 

怔：设％、2/、 z 为方程％ 2 +1/ 2 = / 的一组解，并且合条件 

a ?> o ， 鉍〉0，之>0， (^> y ) = 1 ? 

那么 ^ = 2^^!, = z z = a 1 2 +b l \ 

lj a \ 〉办 1 〉 0， 21 q • • 

由 ;? 2 =a { 2ab 、 b l =a 2 ~b z ^ z = a 2 +b 2 、（ a, 6) = 1 、 

0>6>0、 2| a ， 故％ =2^6! =2.2 A .( V -& 2 ) = 4 泌 ( a 2 -6 2 )，y = 

a l 2 -b 1 z = {lab) 1 - (a z -b 2 ) 2 = a A +b 4 - Qa z b 2 y 之 = a 2 +fc 2 ， 并 

且⑷ 6)= 1， 2 k 给出 fl + fcsl ( mod 2>. 所以方程 x 2 + V = ?合 
条件 jc >0、2 />0、2>0、 ( x f y ) = 1 , 2卜的解由下式确定： 

* 原题中 x = 4 ab ( G 2 - b 2 ) 可能有误，因为没有 fl > b 这个条件，故要使涔>0必须 
取绝对值，即 x = 4 ab 丨 a 2 - b 2 丨 . 


x^4ab\a 2 ^b 2 \ 9 \a A +b A - 6a lz \ 9 z^^ + b 2 , a> 0 , 

&>0 ， (a 9 b) = 1, a + fc=i( m od2) # 

习睡 2 证明 

x A ^ y 2 ^ z \ 2 lx f y > O f z >0, ( x , y ) =： 1 之解答为 

x = 2ab, y=z \4a A -b A \ f zz= 4 a 4 +1 4 , 

( a ,6) = 1, a >0, & >0, 2^ b m 

证： 合条件的夂2/、^可直接验证是方程的解. 另 一方面，设 
X 、赵、 ^是方程的一组解，且合条件2|夂2/> 0 0 . (^, y ) 

= 1»那么 

X 2 = 2^^!, 2 / = flj 2 - 2 , z = + b 

“1>办1>0， 2\ Oi f (flj t b l ) = 1 # 

由 f = 20^^ 可得 

a i =2 fl z , b { = b z 9 ( a 9 b ) = l , 2^. 

因此，方程2>， y >0 9 z >0 9 ( x y y ) = 1 的解答 
由下式确定 

x = 2 ab f y= 1 4 c 4 - b A \ 9 z = ia A + b 4 9 

(«, b ) = 1, «>0, 6> a , 2+ t . 

习臞 3 证明不定方程 

X 2 + ( X + l ) 2 = y 2 

之解为 

%=+((1 + 4 广 '( l - VW 1 - 2): 

卜」 二((1 WT ) 2 n +1 -( Wi ) 2w+1 )’ 

2 V 2 v / 

且无其他解. 

证：设欠、2/是 ％ 2 + (% + 1) 2 =汉 2 的任一 || [解. X 1 -h ( X + l) Z ^r 
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浐可以变形为 


(2 太 +1” - 2 奴 2 = - 1 

由方程熟知的结果， X 0 + F 0 V ~2 =l + V *2*^ 2 -2 r 
的基本解，那么 — — 

X + Y ^ = ± (1 + V ~2 > 2n + 1 


就是它的全部解.因此 


(2 x ^\) z -2 y 


I 




的所有解由下面两式确室 _ 

(2 尤 +1) + W 2 = (1 + V 2 ) 2n+1 

(2 x + 1) + W 2~ = - (1+ V 2 ) 2n + 1 
由 1 ) 得（ 2 欠 + 1) *" tf\/ 2 =(1 — >/2) 2w + i 

把（1)、（1。联立求解得 

:丄 (（1 + V 2 ) 2n + 1+ ( 1 ~ V 2 ) 2n 


X 


2 


2 V 2 


(i +Vj) 2n + 1 - ( 1 -\/^) 2n 


由 （ 2 >得 （ 2X+1) _2 /V 2 = - <1- V 2 ) 2W + 
把（2)， （20 联立求解得 


X 



(1 + > V /Y) 2n + 1 + (1 - V 2 ) 2rt +1 + 2 


- （1 WT)2 打 


( 1 _ V 2 ) 2n + i 


2 V "2 


把 （3) 代入原方程的左、右两端 

x 2 + (JC+ I) 2 二 2, 2 +2X + 1 


(]+ 、 /Y)w + i+(l - VY) 2n 


2 



2 


( 1 ) 

( 2 ) 

a f ) 


(3) 


(2，） 


(4) 


2 


4 


(1 + x /7)2n + 1+( l -v/T)2 打 + 1_2 


m 




"2)4n + 2 + ( 1 - ) 4n + 2 + 4-2-4(i + V 2 ) 


2n + i — 4(1 — “飞 ) 2n + i 



(1 + a / 2) + ( 1 一 a »/ 2) 


2n + i _ 




(1 +V 2) 4n + 2 + ( 1 一 x/ 2 )4n + 2 + 2), 


2/ 2 - f " — ^((1 + V "2 ) 2n + 1 - ( 1 - + 

< 2 } 〉 

= +((l + A /Y)4n + 2 + ( i - A yl')4n + 2 + 2 》 

故有 P +(% + l > 2 = f 

把 （4) 代入原方程，左、右两端不等.所以 

X 2 + (x+l) 2 =y 2 

的解为 ^ = 1^(1 +V~2)2n + i+ ( I -^)2« + 1_2^ 

y = — l—^(a + A /'2)2 n + i ^ ( 1 - ^~2)2« + 1) 

2 L 

且无其他解 • 

习 H 4 关于商髙定理3* + 4 4 = 5 2 有次之推广 | 10 2 + 11 2 

+ 12 a = 13 2 + i 4 2 •—般言之，证明 

(2n 2 + n) 2 + (2« 2 + n + 1 ) 公 + ••• + (2n z + 2n ) % 

= (2n z + 2n+l) 2 + ■•_ + (2n 2 + 37i)\ 

证，由平方差公式 

(2n 2 + + 1) 2 一 (2n 2 + n+ 1) 2 =n(4n z + 3ti + 2) 

(2n z 十 + 2) 2 一 (2n 2 + n + 2) z -n (An 1 + 3n + 4) 


* 
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(2n l +2n + n) 2 - (2n a +n + n) 2 = nUn 1 + 3jx 十方 

把上面诸等式两边分别相加得 

(2n 2 + 2« + 1) 2 — (2n 2 + n + 1) 2 

+ (2n 2 +2w + 2) 2 - (2n 2 + ?* + 2 〉 2 十“•十 

+ (2n 2 + 3tt) 2 - (2n 2 +2n) 2 

= n (4 n 2 *n + 3 n*n + 2 • 

= n(4n 3 +4w 2 + n) = (2« 2 + «) 2 . 

再移项就有 

(2n 2 +«) 2 + (2w 2 + « + l) 2 + … + <2n 2 + 2«)*. 

=( 2 ti 2 + 2 w + 1 ) 2 + … + (2n 2 + 3?0 2 

习題 5 求证下列诸曲线上有无穷个有理点 《 

( fl ) ij 2 ( rf -4) =4 3 > 

(fc) + ij 2 ) = -4 4 ) > 

(c) 4 3 + 7j 3 - Zd^,7)= 0 I 

( 心 (| 2 -d 2 ) 2 -aij z (2f| + 3^) = 0 * 

证 ：（ a ) 考虑合条件0,0 = 1、 ^ Jad - b 养有理数的二次 

曲线 

b 9 x z - a 2 (ad — &) = 0 

设 S(x 9 y) =： b 3 x 1 - a 1 (ad - b)y z 

显然， S ( x ， y )= 0 在有理数域上不会退化成直线且有有理系数， 

还经过坐标原点.故由定理 9 可知， 二次 曲线 S (%，〃>= 0上有无 

穷多个有理点 ^ 9 • 也就是说，有无穷多 
组 ( f -， 使下式成立 







两端同除以 I 得 



3 


ad — b 


a 


二 ^ / as \ 


% 


( 5 ) 


2 


d 



(去) 


3 


氣 K ， 


上式变为 


=4 3 


此即曲线上有无穷多个有理点 


(4, 刀 ) 


a ， 兩) 


(b) 考虑合条件 o 、 vHT 非有理数的二次曲线 
n z (n-dm)x 2 +m z (n + dm)y 2 ^ o 

设 p ( x ， y) = n z (n-dm)x z ^m 2 (n + dm)y x 

显然 o 在有理数域上不会退化成直线且有有理系数，还 
经过坐标原点_故由定理9可知，二次曲线上有无穷 

多个有理 )^( x ， y ) = /沒 



) 、毋# 0，也就是说，有无穷多 


组 


a r 


f ) 使下式成立 


n 2 (n-£/m) ( 吾） +m i (n 

+ dm)( 

上式两端同除以 m 3 (妥 ) ^得 


r 


2 


(吾 ）-（ 吾）“ 



d 


)(S) 


2 
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〔 (sy + ® 2 M (幻 


2 


as 
r 芦 


2 


命 4 = 导 、 v =导 ，上式变为 


ij(i 2 +V 2 ) =^(^ 2 

即曲线 MS *+<)=^ V - f ) 上有无穷多个有理点 


(4, ij ) 


/as n_ 
\ r ^ m 


« 


即 


( c ) 对合条件 6 + 0 、 b * n ^ 0 的任意整数6、 n ， 设 

fc 3 +n 3 s 

_ _ T SZ ■■ 1 ■ ■ 

3abn r 

办 3 + jjS — ^dbn — — 0 


上式两端同除以 ( 


s 


得 


±\ 3 + /!« 


s 




rn 

s 


rb 


命则 


4 3 + V — Zdii \ 


再由合条件 6 年 - w 、 fcn 与 0 的整数 fc 、 n 有无穷多对可知，曲线 


4 3 + 1] 3 - 3 ^ 1 ]= 0 


上有无穷多个有理点 • 
( d ) 显然0 • 

、 n _ k 2 - Sad 

设 — 一 2 a — 


Cl ) 


原方程变形为 


2 m 2 


(^ 2 - d Z ) 2 - k 2 7\ 


270 



从而 


( 2 ) 


或 + (3> 

2a 2 y0J 

若能证明曲线 （ 2 ) 或 （ 3 ) 上有无穷多个有理点（5夕)，那么由 （1) 
便知曲线 


(4 a -<i 2 ) 2 -flfij 2 (2ii + 3^ = 0 

上有无穷多个有理点 G ， 怕 • 下面证明曲线 （2) 上有无穷多个 
有理点 • 用同法可证曲线 （3) 上也有无穷多个有理点. 

考虑二次曲线 

Q(x 9 y) = 2aa 3 x z + (3ada 2 b ~ 2ad s a s -b s )y 2 = o 

其中《、 & 为有理数，且使=0在有理数域内不退化成直线 0 
显然， 0(6 幻== 0经过坐标 原点. 由定理9知道曲线=0 

上有无穷多个有理点 (62/)= (+，吾)，《3#0，即有无穷多 


个有理点(令，音)，且满足下式 

2ow 3 (4 ) + (3ar<^7 2 6 - 2ad 2 a 3 畢 fc 3 ) ( 音 )* 二。 

h 

由于 CHaW = 0非退化，故有吟0,上式两端同除以 v 
得 

2flr ( s ) + 3ad 0) ~ 2 ^ 2 - (- 




2o^ 2 = A 3 - ^adk - Zod 
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即曲线 



Zdk 


+ d 2 


上有无穷多个有理点 • 

习题 e 定出所有的三角形，其边及面积皆为有理数者. 
解：用\ y 、 l w 分别表三角形的三条边长及面积，则由 
“Helon —秦九韶”三斜求积公式 • 


w = (s — x) (s -* y) (s — z) 

s^^{x + y + zy 

t 

* ■ 

得 （4切> 2 + ( P - ?/ a +if2 〉 2 = ( 2 功 （D 

i ) 首先证明在钝角和锐角三角形类中，不存在边长及面积都是 
有理数的三角形.不妨设、卩、 z 都是正整数，否则可用它们分 
母的最小公倍数去与它们相乘，就得一个以正整数 m y 、 tnz 为 
边长的三角形 • 由相似性质可知，此三角形的面积是原三角形面 
积的倍，从而要证以有理数欠 、 h 2为边长的三角形的面积为 
有理数，须且只须证明以正整数饥' 为边长的三角形的 

面积为有理数即可 • 

如果为 有理数，由X、 & Z 为正整数，结合 （1) 可知 4 浓为 
正整数，又因为 

x 1 - y % 0 


故由 （1) 可得 


或 
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^ 4m/ = tdab 

{ x 2 -y 2 +z 2 -d(b 2 - a 2 ) 

+a 2 ) 

， Aw-d(b 2 - a 2 ) 

I x z - y 2 + z 2 = 2 dab 
、 2xz ^ d(b z +a 2 ) 



其中 ^ 为正整数，且 fl 、 6合条件 

厶 >«> 0 ， ia 9 b) ^ 1 , a + b~ I ( mod 2). 所以 


y 


z z - d{b l - a z ) 
x l + z z - d(b 2 - a 1 ) 


2xz 


d(b % +a 2 ) 


( b 1 — a z ) 


b 2 +a 


xz 


或 


y z -x 


+ 


% 


— 2, dob 
一 2dab 


2xz 


d(b z + a 1 } 


% 


Aab 

l ~Ta 


xz 、 


由余弦定理得 


COS0X2 


& a + fl 


或 


COS^XZ 


tab 


b 


其中表示以边长为 \ z 的两条边所夹的角 _ 此二式均给出 

0 ^COS^XZ^ 1 


用完全相同的方法可以证明 

0 <COS0 xy < 1 , 0 <COS0yt< 1 • 


这样就证明了以正整数 y 、 Z 为边长的非直角三角形如果面积 
为有理数，则它一定是锐角三角形_也就是说，在钝角三角形类 


中，不存在边长和面积都是有理数的三角形. 


在锐角三角形类中，如果存在一个 AABC , 它的边长和面积 
都是有理数，则由前证可知它的三个内角的正弦、余弦、正切、 
余切都是有 理数. 我们可过顶点5作的垂线，使其与 2 C 边的 
延长线相交于便得直角 △/ BD . 再设 CE 为 △议 ： D 的边上 
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的禽，如右下图所示》 

利用 △ i 4 BC 的三条边及三内角的三角函数都是 
有理数，容易推出此、 CD 、 乃石及 C 五全都是 • ' 

有理数，因此 △■ BCD 的各边及面积都是有理数•但是钝 
角三角形，此与前证矛盾 •所以， 在锐角三角形类中，各边及面 

积都是有理数的三角形，也是不存在的 • 

ii) 因为直角三角形各边及面积都是有理数，与各边是有理数， 

价，所以直角三角形类中，各边及面积都是有理数的三角形的三 


条边，由不定方程 


x 1 +z z -y z 


( 2 ) 


的正有理数解给出 • 下面证明 （2) 的全体正有理数解可表为 

h 




y 


2Dab 
n 

D(b z -a z ) 

___ - ■-= -- 

n 

D(b z +a z ) 


或 


D(b 


> 


2Dab 


L 一妙 + 〆 ) 


(I) 


其中 D 、 k 为任意正整数,《、乃是满足条饵 

b 〉 a ， (a, b) = 1, o + tel(mod 2 ) 

的任意正整數 • 可直接验证<1>、<1>是<2>的解*.另一方面， 
设 

y~— 9 X = 1T 

X 1 X ， 
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是 （2) 的一组既约正有理数解，'、的，（1<:<3)都是正整 

数.设界= C X X 9 X Z 9 f 由 （2) 得 


(奸 

再设 (令，嗉）4 



Vz 

Vi 


2 


(t) 


I 


dx 9 


t DZ ， 


就有 

故有 


或 


X 2 +Z z ^Y x 

'X = lab 

I Z^b z -a % 

,Y=b 1 +a 1 
{ X = b z -a z 

i 

、 Z = lah 
、 Y = b 2 +a % 


其中《、合条件 

b>a> 0 , 

即 


或 


(a 9 fr) = 1， a + fc=l(mod2) • 


y±- 

_ 2Dab 

Xi 

琴 

n 

tfs ^ 
- ■ 

D(b 2 ^a z ) 


n 

^2 = 

D(b z +a z ) 

= - - -- 

Xi 

n 

Vi ■ 

Dib^a 2 ) 

■ 

Xi 

n 

*/3 - 

■ 2Dab 


n 

Vt - 

D(b 2 + a 2 ) 

Xi 

n 
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这就证明了不定方程 （ 2 >的任意一组正有埋数解可由< I >或< I > 
表出 • 

由 i ) 、 H ) 可知，各边及面积都是有理数的三角形，只能在直角 
三角形类中找到，它们由<1>或<1>给出. 

习研究不定方程 

X 2 + y z + z 2 ^ w z (Ay 

之解 • 

解： 下面证明不定方程 

x 2 + y 2 + z 2 = u/ z 

的解由下式给 出：* 

dx — 2 X \ X Z9 dy = 2X2X3 , 

dz ^ X z 1 - X l l - X i \ du / = X 3 2 + X 2 i + X l z (1) 

其中之 Xi ， ( 1 ^< 3 ) 为任意整数. 

因为 d 2 x 2 + d 2 y z + d z z z 

=( 2X ^ 3) 2 + ( 2 X Z X Z ) 51 + ( X 3 2 - X 2 2 - X t 2 ) 2 

= 4 w +4 n 3 2 + x 3 4 + x 2 4 +nw 

- 2 X $ 2 X l i + 2 X z 2 X l z 

=AV + 4 + 4 + 2 W + 2X3 2 十 2 W 

* ( X 3 2 + X 2 2 + W = £/V 

■ 

上式两端约去#得 

x z + y z + z z = sw l 

此即合条件 （1 > 的尤、 y 、 怎、奴是 04) 的解.设欠、是 ( 2 ) 的任 
一组解•命 


• 用相同的方法可以推出不定方程尤 1 4 +龙 2 2 +… + x , 2 = x 2 的解，由下式给出* 

dx r = 2XyX nt (r = l ， 2» …， n - 1 ) 

dXn 二 X n 2 - Xi z - -Xn-i 2 

dx = Xn 2 + Xi 2 + … + X n -1 2 
其中 d 、 x , ( Ki < n ) 为任意整数， ^ 
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( 2 ) 


x = Xi ， y — j z — w 

就有 Xj 2 + Xj 2 + ( X 3 ~ w ) 2 = w 1 

即 X\ Z + X 2 2 + X s 2 = 2 wX 3 (3) 

同样，由 （2> 还有 

X 3 2 - X z 2 - Xj = 2 zX 3 ( 4 ) 

(2)、（3)、（4) 给出 

x _ y 一 z w 

1 ■ I r — n— I ■ ■ - , - . 

2 H 2 X z X 3 X ,、 X 尸- X ?~ ^ ^+ X Z ^ TX 7~ 



2 X Z 


(5) 


取心 2 X S ， 由 （5) 得 

dx ― 2XiXdy = 2X2X3, 

dz ^ X z 1 ^ X 2 1 - X t \ + 

这就证明了 / + + 的解合条件 （1 ). 所以，不定方程 

:^ 2 +1/ 2 +2 2 =1^ 2 的解由（ 1) 给出 • 

习晒8 设整数0、6、 c 不 搏号， abc ^ 0 ,且也无平方因 

子，则不定方程 


ax z +by z +cz 2 - Q 


有不全为零的整数解的充要条 件是： -虻是 t ? 的二次剩余 ， - ac 是 
&的二次剩余，-以是喻二次剩余. 

证：设0 0, b >0, c <：0 f - c ^ c l9 原方程变为 


ax 2 + by 2 ^= c 1 z 


2 


不失一般，可假定 ( a 9 b 9 c t )^ 1 ,而且还可进一步假定 ( a ，6) 


(fl ， c t ) = ( 6 ， Ci) 




因为如果 (》， iO 5 = A Ca , c x ) ( Jb 9 c x ) 


f ， 则由 （《,&，〜）= 1，可得 ( d 9 e 、= ( d ， fXe ， f )= 1 ，且 
q 无平方因子可得 rf | ar ，<?| y , f | ar . 于是可设 b = dfb 19 
c i ; e f c z ， y ^ ey l9 z = dz i9 方程狀 2 + 幼 2 = e〆 2 变为 


ajx ^ + b l ey l 2 = c 2 dz x 2 
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其中 = ( aif , c 2 d ) 二 （ b / ， c t d ) = 1 

下面证明似 ： 2 + b 2 = qz 2 有不全为零的整数解 & 心且由以，右， 
幻=1的充要条件是 

(皆 V (妥) = (平” 1 


从而本题结论也就被证明了 • 

先证必要性 • 设似 2 +知 2 = c〆 2 有一组不全为0的解汉、 

之，且 （H 之 ）=1. 显然，X、 y 不能都为零，且片0 •设 P 
0,鱗0,则 q| 知、又因⑷，幻=1，故 ql〆. 现证 q = 

1 . 若 q>l， 则有素数 Wq、 推出〆 ky 2 . 因 q 无平方因 

( _ ob \ 

—J = 1 - 

同样可证尤与0 、 ？/= 0的情况 • 再设欠与0、0,由似 2 + b 2 
- 0 ( modq ) 及 ( aby \ c v ) = 1可得似 2 = - by ^^ odc ,) , 

( ax ) 2 = - oby z ( modc 1 > ) f 从而得到 

/ - aby % \ _ / —色 \ = 1 


同理可证 



再证充分性 • 当 l 时，方程 

ax z + by 1 = c^ a 

( — df )\ 

~J =1 ’ 


(a,q)=l， 故有整数*，使得 fc 2 安-㈤ (modq) 及存在整数《'， 
使得伽'玄 Kmodc。 ，于是得 

- ax 2 + by z 三 ax z + by z =a f a z x 2 +a f aby % = a f (a z x % - 


p f e 〆 （狀 - 劬） （ 似 + b) (mode 1 ) 因为 
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1 , (a f h) ^ 1 , 故存在整数 S 、 G 使 , t ： z =ad x 

_ k 

(motlfc) 及存在整数 V 和 fl 〃， 使三 l(nioda) ， a^= 1 (modfc), 
因而有 

ax z +by 2 - c〆 三似 2 - c^^a^a 1 % 1 - a n ac x z % 

■ 

= a if {ax - tz) {ax + tz) (modb) 

ax z + by 2 -c l z z = by 1 -c i z^ = b / b 2 y 2 -b / bc l z 1 

=b f (by-sz) (by + sz) (mode) 

总之，存在 

Lj (x ， y ，之）二 lj x + wi, 1/ + 77| z 9 
M; (x ， y ， z) ^u.x + v^ + w^, 

;=1 , 2 9 3 . 

使得 

I 

ax 2 + by z -c x z 2 ^L X (x 9 v 9 z)Mi (x 9 y 9 z) (mode) 
ax 2 + by 2 -c,z 2 = L z (x 9 y J z)M l (x 9 y f z) (modfc) 

ax z + by z -c x z 2 ^L^(x f y 9 z)M z (x 9 y 9 z) (modq) 

由孙子定理，存在整数丨、 w 、 《和《、 V 、说，满足 * 

Z 三 Zi(mock) ， / =/ 2 (modfe) , i=/ 3 ( mo(lc i) > 

m^m^moda) , m=m 1 (modb) $ m^m^imodc^) 9 
n^WiCmoda) 9 «—(modfe) f nsn 3 (mode!), 

9 a=ttj(mod^) $ tt=w 3 (niodc 1 ) 9 

t/sz/ 1 (modfl) f (tnod&) 9 v—VgCmodCj) 9 

u/^u/i(moda) , w^u/ t (modb) 9 奴三设 3 (modq) • 

设、 L(x 9 y 9 z) ^lx + my + nz 

M(x $ y 9 z) ^ux + vy + wz 

则有 ax % +by^ — cy 2 年 L(x ， y ， ;r>Af (x ， y ， ir) (modabc x ) 

考虑整数组成的三元有序集 I 

T; {(x f y f z) \ 0<x<a/^ 7 ， f 0 <z<i^ab) 
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注意到都是充理数 ，从而夂 y、z 分别 在 

r 中可取 c v h 〕+ 1 、 cv gc i 〕+ 1 、+ 1 个值•由 
此推 ft r 中元素个数等于 

(〔^/也〕+ 1 )(〔V 沉 1 〕+ 1 ) (〔^/ a 厶〕+ l )^>^/ lc l • * Jac x 

， 

• s / ab ^ abc l 

于是在 r 中至少有两个不同元素 0^,2^ ，； ^) 和 (¥ 2 ，心，；? 2 )使得 

^ (^1 yV I ，之 1) = L (x 2 9 y I ，之 2) (.tsiodobc ^ ) 

因此 L(x a - x Z9 y 1 - y z f z l 一 z 2 ) =0(modabc x ) 

设 1 欠 1 - 欠 2 |= 欠， \y\-Vz \ -y 9 \a x -z 2 1 -z 

即有一组不全为零的解，使得 

ax 2 + by z ^c^^Qimodabc^ 

成立，并且 

$ 0<2^< v ^ i ，0<茗<^/必 

从而 ^ abc ^ ax 2 ^- by 1 - c l z z < i i 2 abc l 

故得 0 X Z + by z - c x z 2 = 0 

或 C 9 c z -¥ hy z - c x z % ^^ bc l 

由似 2 + by z - € t z 2 = 咖!有 

( ox 2 ^ by z ) ( z 2 - c l { x z + dO * 

即 a{xz + b^) 2 + b ( jf<r - ax) 1 {z z + gib) 4 

令 xz + by^X 9 yz-ax = Y 9 U 4 + ^* Z ^= o 
于是 aX ^ + bY ^ c ^ 2 

总之，可以得到一组不全为零的解 • 约去它们的最大公因数可得 

« jc 2 

的一组解 X 、 y 、 2?，合条件 1. 

下面对此题再给出一个 证明. 用<1)、 （2), <3>、<4)分 
别表示 

U ) 系数两两互素，不苘号，充一为零, 
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(2>心无平方因子>1; 

( ^)ax 2 + by 2 + cz l = 0 有不全为零的整解 > 

(4)-6 c 、 - ca ' -ab 依次为 a 、 b 、 c 的平方剩余. 

不失一般，可设《、纟、 c 两两互素. 

I 设 （3) 有不全为零的整解，约去公因子，可得一个公因 
子为1的解欠、汉、 A 如素数有多 2 | c ;? a ; 但 〆 十 c , 故剡 
^ 因 ( Hir )= 1， 故 ( x ， y ) = 1， 可设％、 g 、 ；?两两互素. 

因此，(«,^) = 1 . 由于劁 < a〆 )， 则企|幼 2 和 ( a ，6) = (1/ 〆 ）=1 
矛盾， 故抓 ^ l ( moda ) 有解 u /， 乘 （ 3 ;以 W 2 得出炒抑/) 2 
( modfl ). 同理可证 （4) 的其余部分. 

I 设（1)、（2)、 （4) 成立，来证明（3>可解.如杲正整 
数 

|^ c |, \ ca \ 9 \ ab \ (5 ) 

均不同，定义 （3) 的指标为此三数的中间数(依大小计).如在(5> 
中有二数相同或三数相同，则定义指标为此相同的数. 

当指标为1时， （ 5) 中至少有一数为1，设 | 泌 jtl ， 则(5> 
为 H | c |、1. 按定义 | c | r ：， l ， 因\ 坏全 同号，可取 a = 
1、- 1,故 （3) 有解;1, 0,这对指标为1证明 

了习窳. 

用归纳法.设对指标</时，习題已经证明，来怔明对指标 
为7时亦成立，从而证明 （3) 有指标 2. 由对称性可设 

( 6 ) 

于是|却 <kcl <| k |， 而7= I 沉 I •因（&， c ) = 1， ]^\ b \ = \ c \ 
将推出 |^| = I c | = 1 . 由 （6) 得 | a |= 1, 从而 /= 1 ，和/> 2 
矛盾. 故有 

kl < l ^ l < kl , | 油 |<M (7) 

由（4)， an z ^ - b ( modc ) 有解 n ， 使得 |«|< jk |， 故有 
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an 1 + b-cQ C8) 

I Ql <J.?L n - 2 - + JL^J. < i j ac I + 上 I <j7 + 1<7 ( 9 ) 

|V1 、 |ti 4 c I 4 

的情形可除外，因叻， c)= 1 且无平方因子 • - 

将给出 M = 1、 &=— a =± 1，从而 （ 3 ) 有解欠 = 2/ = 1、 2 = 0. 

我们将把 （ 3 ) 化为有较小指标的同形方程 • 设 （8) 的二项的 
g.cJ^jA， 从而乂为此三项的任二项的 •众 因故（乂，沉） 

=1 # 由此， A\n\ A\Q. 但 fc 的因子乂无平方因子>1，故川 《• 

可写出 

n-Aa 9 b-A^y Q - Ag = ACr % (10) 

其中是 g 中最大的平方因子 • 于是， （8) 给出 

aAa l + ^-=cCr z ⑴） 

其三项两两互素，写 B = ^ •现奄来证明 

AX 2 +BY 2 + CZ Z ^ 0 (12) 

有性质 （1) 和（2>,以及 

-BC、 - CM、 -仙依 次为卓 B、 （:的平方剩余 (13) 

显然，/、五、 C 无一为零•因 （ a , 幻=1,且无一有平方因 
子>1，由 = 推 出/和 5均无平方因子> 1，而且 C 4 , 万卜 
1. 因 r 2 是 g = Cr 2 的最大平方因子，故 C 无平方因子>1•因 （11) 

的各项两两互素，故 C 和 = 35互素. 、 

其次，2、 B、C 不全同号， 这在以 =仙<0时成立，故设喊 

> 0 . 因（1)、 c« 和 k 均为负数，故由 

c(an z + b) - c l Q = c^ACr 1 

推出尤 <0 •这就证明了 a 2 ) 有性质 n) 和 <2) . 

由（11)，其各项两两互素， 可知扣 c ， 如 ilC 和 -AB 

俺次为 以、 i 5 、C 的平方剩余 • 现在只须证明(I 3 〉的前面部分 •由 
( 4), -Me 和-印依次是“和 h 却的平方剩‘，因/^和 

是 W 的平方剩余，其乘积为-议从而 - BC 亦是2的平方 
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剩余.因 - Cff 和沉是尽的平方剩余， - jCEii 2 ( mod )8> 有解 tt f 
0 cC 和- /3 A : 是 a 的平方剩余，从而 - XC = v 2 ( modfl ) 有解1/•由 （11) 
知 （ a ，々）= 1，故有解 M / Ett ( mod /3) ， w ^ v ( moda ') ,于是 

/C + w 2 可被0和除尽，亦即被伽=_8除尽，这就证明了 （13) .由 
(7)、 （9) 和 (10) 有： 

\AB\ = \ab\<J, \CA\ <C^|r 2 = |<?|<) 

故 (12) 的指标 <八 由假设， （12) 有整数解 X 、7、 Z 不全为零， 
取 

x^AaX~$Y f y^X + aaY, Z = CrZ 

则由（10)、（11)和5 =叻，得出 

ax 1 ^by z + cz l ^cCr l {AX 2 + BY z + CZ 1 )= 0 

如/= 0 ，消去 X ，给出（冷+』⑽ 2 ) r = o . 由（11)，前一因子 
不为零，故0， x = 0 ,从而 z == 0，与假设矛盾 • 这就完成 
了我们的全部证明. 

本题的第二种证法，由柯召教授给出. 


§ 7 Fermat 猜测 

习題 1 证明次诸不定方程无解： 

(«) x 4 + 4i/ 4 = z \ x ^> 0 9 i/>0j 

(b) x 4 ~y* = ： z\ t/> 0 , z>0j 

(O x 4 ~t/ 4 = 2z 2 9 i/>0, ^r>0, 

(d) x* —y* = pz\ 2>0 . 

此处夕为素数，多 e 3 (mod 8 ) • 

证：（幻 设是使 (幻 成立的最小正整数解，显然 Ocj) = i， 

否则也是解，此与《最小矛盾，因此， ' 1/不全为偶数•如 
果%和1/都是奇数，则 X 4 +切 4 = u a 给出5 s l(mod 8 ) ，此不可 


283 



m . 如果 x 为偶数，2/为奇数，设^2乂，就有 4 V + 2/ 4 = j ^ y ， 


jO, 也与 w 最小矛盾.如 z 为正奇数，2/为偶数，就有 G 2 , 

M 

2y 2 ) = 1, ? + 切 4 = « 2 给出 x 2 = a 2 -& 2 ， y z = ab ， u=a 2 +b z 9 
(a，&)= 1 ， «>^>0, 且靖偶，因若 a 偶就有沪三 -l(mcKi4>. 
设 6=2c ， y 2 ^ ab= 2ac 9 a^d z 9 2f 2 » x z = a 2, — b 2 = (d 1 ) 2 - 
(4 f 2 )\ 同理，（4/ 2 ,幻=1， 4 / z = 2/ m , x ^ l z ~ m \ d 2 ^ l 2 + 
m\ / >m> 0 , ih ^)=1. 不妨设崎，饥偁，由 2f a = 加有 
/= r 2 , m ; 2s 2 ， d 2 = / a + m 2 = (r 2 ) 2 + (2s 2 ) 2 = r 4 + 4s 4 ， 即 r 、 5 、 

d 也是方程(幻的一组解，且 d<# = a<« 2 0 2 =tt， 此仍与 w 最小 
矛盾. 

(6) 如果: v 4 - i / 4 ：= z a 有解心、 K 。、 z 。， 不妨设％。>0，&。>0, 

之 0 >0，则由 X 。 4 一 〜 4 =之。 2 有 ( x Q A - y Q 4 ) 2 = iz 9 z ) % 之。 4 + 
4(又，。2/。） 4 =(尤。 4 +存 0 4 ) 2 ，即％、太0 0 、欠 0 4 + 2^ 4 是方程(幻的—一 

组解，此与 (《) 无解矛盾. 

( c ) 设;? = w 是使; c 4 -^ = 2 〆 、 3/>0、 C >0 成立的最小正整 
数，下面证明 ( x ， y ) = 1 • 若 0f，20 乓2是^的一个素因子， 

则分 2 |«，4也是解，而^<>，与 1 *最小矛盾.因此〆= 2 或者I 

而当 d=2 时， 设文 =2〜， y = 2 y lf 就有之 4 ^^ 4 -〜 4 ) =2w 3 , 
V = 2 ( 告 ) 2 ，从而，$也是解，这也与《最小矛盾， 

因此， （W) = 1，且夂？/同奇 • 此时，《—定是偶数，否则， 

: c 4 -j/ 4 = 2w 2 给出 0 E2(mod4> • 因此 ，（/ + & 2 ， ’ 一浐 ）= 
2 . 由 ; c 4 — 〆=(? + 2/ 2 >(?-® 2 ) =2a a 有 

rx 2 + y z = 4 a z 

tx z -y 1 ^2b z 
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或 


4 


rx 1 + y 2 = 2 b 2 
\x z - y z - 4a z 

其中 = 1 ， u 二 2ab ， 0 > 0 ， 0 . 

但是: r 2 + t/ z = 4a 2 给出 2^0 (mod4) ， 而 a 2 - y 2 = 4fl 2 给出 
% = s 2 + f ， a ^st 9 ( 5 ，0 - 1, s>t> 0 , 再由？ 
+存 2 =2& 5! 就有？ +〆：^ 2 ,此不可能。 

(心设 z = w 是最小正整数解，则必有 Ot：,#) = 1. 设 ( at , 2/) = 

d ， 是 ^ 的任一素因子，则〆|« 2 , q z \ u , •^也是方程的解， 

q 

与《最小矛盾.因此， d = 公或者 ]• 若 d = p ， 设尤：；^， y ^ py Xi 
则〆(:^ 4 -〜 4 )。^ 2 , f ^\ u \ p ^ u , ^也是解，此亦不可能， 
故 0，y)= 1 • 

i) 如果沒奇，无 4 一存 4 = 抑 2 给出 - 1 巨夕巨 3(mod8) , 矛盾 * 

ii ) 如果无奇汉偁， 则有 ( x 2 + y 2 9 x i - y z )= 1, 太 4 -故 4 =抑 2 给 

出 


r < x % + u % = pa 2 
^ x 2 - y 2 - b z 

或 r jx 2 ^ y 2 = b * 

Ay 2 比 y z = pa 1 

其中 tt = afc ， ( a 9 b ) = 1 . 

但是， x 2 + 穿 2 = 抑 2 和 x 2 - 〆 = 挪 2 均给出 1 E》(mod 4 ) ，与 p 
= 3( mod 8 > 矛盾. 

iii ) 如果:奇&奇，此时 ( P + y *， x a - i / 2 )= 2, /-^ =抑2给 
出 

( X z + y i x 2 pa z 
Ijc 2 - ij l = 2 b l 
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或 


rx 1 + y 1 = 2 b 1 
\ x 2 一 y z = 2 pa 2 


其中 ( a 9 b ) = 1 , 如果 （ I ) 成立，定有 奇&偁 ，则 

x 2 =/>fl 2 + fc a 给出 1 =^>(mod 4 ) ， 此与少三 3 (mod 8 ) 矛盾多 

如果 （ i ) 成立，定有 《 偶 & 奇•设 

x = X + Y 9 v ^ X - Y 9 ( X , Y )= 1,则 x 2 + ^ = 26 2 就变为 

X 2 + Y 2 = b z 


不妨设6>0， X >0 , F >0，2| X ， 则 

X = 2 cd 9 y = c 2 - d % b ^ c z + d z 9 c>^>0, ( c 9 d )^ l 9 c+d 

sl(mod 2 ) 


再不妨设 2 k , 从而有 

rx = X + y = 2cd + (c 2 — d 2 ') (i. 

\ y ^ X - Y =2 cd - ( c 2 - rf a ) 

对于 JC 2 - 左 2 = 2 抑％ 设 #2*0” 2^!, t > l ， 则 P -|^ = 22 t + 


㈣ 2 给出 


或 


jx + y - 2 2 t pb x z 

'x- 货 = a 
rx + y - Zc ^ 

Xx - y - t ^ pb ^ 1 


( 2 ) 

(3) 


或 ^ rx + y - 2 ^ b x z 

yx - y -2 pc x % 

或 ( X + y - 2 pc { 2 

< 

< x — y - 2 2 t b l 2 

其中 〜 = ( b l , c { ) = 1, h〉0，（i>0. (1) 和 （2〉 给出 

c 3 =c, 2 + ^ a , 但 c 偶、 q 奇， d 也奇，故不可能> ⑴和 （3) 给出 
c .^ lcd , 由 q 奇知亦不可能； （1) 和 （5) 给出烬^ = 20/，由夕. 
q 均为奇知仍然不可能；最后，由< 1) 和（ 4 ) 得出 4d=2 2 h 2 , 
从而 o/ 为一完全平方数，又因为 （c ， 幻=1，故可设 
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(4) 

(5) 



J = P ， 再 = 2 ( c 1 - d ^) s 2 PQ 2 有 f 4 - 1* 

= 此与 tt 最小矛盾. 

综 i)、 ⑴、山)所述，可知(心无解. 

习题 2 证明不定方程 




/ V ,且 


x 


2 y z 


无正整数解. 


证：当 私=1时， x 4 ^ 2 7 z 4 = 1变为 ^-14 = 2 0^) 2 ,由习 
题 1(0 知此种情形无解.当2/=2时，由/-仏 4 =1 得;? = 0,此 
i 时也无正整数解.当0 3 时, 设 z = 是最小的正整数解 ，则 2十 《， 

■. _ a . * ‘11 


否则，如果就有; e 4 - 2 


u 


解，但“ iO ， 与 k 最小矛盾_显然 x 奇，从而，（% 


即心 2/+ 4 、 、也是 
+ ]， ： c 2 - 1) 




因此， x 4 - 2 y u 4 ^ 1 给出 

♦ 

x 1 + 1 = 2 ，— 1 〆 

x 1 -\ = 2 b 4 


1) 


或 


久 + 1 = 2 b 4 

P — 1 = 2” 4 


( 2 ) 


其中 1 ( a 9 b )= 1 . 如果 （ 1) 成立，则由1=：26 4 得 
0-2(mod4) , 矛盾,如果 （2) 成立，就有6 4 -1 = 2广 2 〆， 

此即办、卜2、 她 是方程V - 2々 4 =1的解, Ua<u = ab 9 与 a 最 
小矛盾 • . 

习题3 证明不定方程组 

x z + y 1 ^ z t 

y i + z* = t t 

* ■ 

无不全为0的整数解* 

证：由 ’ + 〆 * Z 2 有？ - y W ， 把它和 2 T 2 + 获 2 =/ 2 相乘得 

z *- y*m ( xt ) 1 

■ 

由习题1 4) 知， 4-〆= ( 对 ) 2 无 不全为0的整数解,从 而所给 
方程组也无全为0的盤数解. 
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沟艫 4 利用上題证明：三边皆为有理整数的盡角三 A * 

之面积不可能是一完全平方数. 

证：设 ' y 、 Z 是任一直角三角形的三条边，且均为正整数， 

Z 为斜边，则 

X 2 + y t z=z t 9 

设 (x 、 y) = d ， x=dx l9 y 二 dy l9 就有 

d z (x i z + y l 2 ) =z a 

设 2 i 得 

不妨设 l 为偶数， I 为奇数.如果该直角三角形的面积为一平方 
数 W 2 , 则有 


xy 




d 2 




j ^ w = dw 19 则有 

^ iff i = 1 ^ 

因此 x x - 2 a z 9 y x = b 2 9 w Y = ab f ( a 9 b ) = 1 
此时得到 ^ i 2 + » i s - (2« 2 ) * + <6 2 ) 2 = i 4 + 4 c 4 = * 

由习题 1 ⑻ / + 4 〆 = z a 、 x > 0 、 y > 0 无解知道 + 4 a * 


不能成立，故该直角三角形的面积 


习題5 


证明对任一正整数2, 不定方程 



有无穷多组正整 数解. 

fiEi 对次数 n 使用归纳法.当《= 3时 



… + 


m 



变为 4 •对任意正整数 

«= 3时结论 成立. 归纳膜定 n =( 时结论成立，即 

4=4二 i +41+." + 4 

有无穷多组正整数解 • 当 zz = jt+ 1时，欲证 

4 : 1 i = 4 + H +."” 2 2 

有无穷多组正整数解，由归纳假定知道只需要证明有 

正整数解就可 以了. 对于任意给定的正整数 it, 因为（々，&+ 1) 

=1，故总可找到正整数\ f， 使 

Ck+ l)s- kt^ 1 

命 y k + i = 2sbk , 2 / fc = 2*^ + i 
其中 & 为任一正整数.则 

= 2s(fc^D^fc(fc + l) = 2h + 4Jc(fc + ]) = 2(2O fc (0 fc + 1 >fc-2^ 
从而 n=：i:+l 时结论 成立. 故方程 





+ y 2 2 


有无穷多组正整数解. 
习睡 6 求出不定方程 


的全 部正整数解. 

解：下而证明 


x ~2 n ~^- i 9 z ~ 2 M * i« n 

为方程的全部正整数解，其中 a 为任一正整数 • 

2(2 n ~ 2 a^-l)n^ 2 n < n 2 ) + i fl n<n-i) 

= 2 (n ~^ 1 VHn l) = (2 n 3^n)n- i 

所以 x = 2 n ^ a n i, z ^ 2 n ^ ^ 

为方程 的解. 另一方面，设 a :、 ；?为不定方程 = 
的任一组正整数解，命 
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x=dx” z^dz l9 ( 义、 z)-d 

则 变为 

2 dx l ^= z l n ^^ 

显然， i 叫 - 1 •由（〜， ^>=] 有巧 = 1，否则存在一个素 

数办合条件 iHh 、 Pl 〜， 此与（巧 ， z ^ = 1矛盾•故 

2 dx l n ^2 d = z 1 n ^i 

1 

Zl = ⑽口 

因此 d ^ 2 ^- 2 a n-l 

i 

其中 《 为任意正整数•故 

x-dx x -d = 

z ^ dz x - (2 n - 2 fl n " 1 )2 a = 2 n ^ ! « n 

所以，方程的全部正整数解由 

x = 2 n " z ^ n- z - 2 n ^ ^ ct n 

给出 • 其中 a 为任一正整数 • 

习题7 设 I 、 m 、 m 为正整数， (/ m , n ) = ( In , m ) = ( mn , 

0=1, 则不定方程 

xl +ym - z n 

有无穷多组正整数解 • 

证 ：因为 （加， 《0 = 1，所以存在正整数、〖，使得 

sm -tin- 1 

j 

对于任 一 正整数〃，因为 

(( fl n_ \)tn)l + ((fl n - !)*)»» - 

= (a n - 1)^( 1 + (tfn- i)5w-llrw) 

— ( a n - 1) ⑽ （1 + ( a ” - 1 〉 ） 

= (( a n — lVla) n 

故对于任意正整数 i 

( an ^ l ) tn f j /= ( a ^-1)*, 
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z — (a rt — 1 ) dfl 

为不定方程 w 的 ^ 组正整数解.由于的任意性，从而 
该方程确有无穷多组正整数解. 

又 * 条件 （K n) ^ (ln ； ni) = (mn,t) = 1, 可以减弱为 （ /n, 

彷 ） =1 • “ 

习題8 若 xn + y n ^ 於无整数解，则 

I ■■ 

x2n + y2n = Z 2 

也无整数解. 

证：只需证明在题设条件下，不定方程 

无正整 数解就可以了•不妨设= 1, 偁， y 奇，那么由 

( X n ) 2 + 得出 

xn = 2 ab f yn- a i -b z 9 z = a t + b 2 f a^>b^> 0 $ (a ， 6) 二 1 • 

t F 

d + fe 1( mod2) 

再 不妨设 21 fl , W = 2 泌给出 



或 




其中欠 = o /旦 G ，心 =1 •由 （ tf ， 幻=1、 2| fl 知 （2) 不能成立, 
显然， ( o + b 9 a ~- b )^ 1,从而 ， f = fl 2 -6 2 给出 

'fa + b-e n 

4 , (3) 

‘、 g _ h = 

其中 2 / =彳， （ f ， f ) = 1 . 由 （1)、（3) 分别得出 

2 a - c n 和 2 a = e n + 

■ p' 

从而有 e n + f n = c n 

此与 W + = # 无解矛盾，故 f + f =# 无整 数解，从而 可推出 
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§ 8 MapitoB 方程 

习鼸 1 推广上法以讨论不 定方程 

> ^ Xn 1 -nx r -Xn 0 

解： 本题中所指“上法”， 是指 关于不定方程 

x 1 + y 2 + z z ^^xyz il ) 

求解方法的两个定理，即 

定理 1 若%。、》«、 A 是 （1) 的解，则％。、 h 、3^ o^o 

也是 （1) 的解. 

走理 2 凡<1)的解，可用定理1中方法，由 

一解得出. 

为解不定方程 

太1 2 +尤 * * +…+於 *2 = 狀1…你 .（ I '〉 

我们把定理1和定理2作如下推广： 

定理 r 若巧，“•，韌是 (1') 的解，则〜，…， m ， 

nx 1 … Xn- 1 - Xn 也是 (1/) 的解 • 

因为 

2 + x 2 2 + …+ Xn~i l + (狀 1 •**Xn-l - Xn) 1 
= x l 2 + x t z + ••• + ATn-1 2 + ti l x x * '••Xn~ l a — ^'Xn + Xn^ 

= 2 + 2 + ••■ + xn 2 + n 2 ^!****^- i 2 ^nx^^xn 

= nx l --xn + n 2 x l 2." 欠 w — i a _ 2nX x *--Xn 

= n 2 x l 2 ***xw-i a - nXx^^Xn 
= nx l •••Xn- i(tix ! — i 一 Xn} 

故定理 f 成立 • 

定理2，凡 ( lO 的解，可用定理 V 中方法，由 〜*〜 = •• 
= 你 =1 一解 得出 . 

为了证 明定理 (2' >， 先证下面一个引理 • ' 
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引理当 K 〕 3对，不等式 

(«- 1) + w % ^nw 

成立，其中1 1. 

i ) 当奴==1, ；!_ 1时等号成立 • 

H ) 当1 0< f 时，设 

^ u / 1 - nw + (n ^ l ) 

则 V ( w /) - 2 w-n 

' ■> 

显然 // (WOC 0，/(的单调 减少. 又因为 

/(2) = 2 Z - 2«+ (n - 1) = 3 - w-<0 

所以，当1 <如< J ■时，结论成立， 

ui ) 当'|~<似<«-1时 ， f ( w )> 0 y /(似)单调増加，又因为 

f (? i - 2 ) = ( n - 2 ) 2 - n ( n ~ 2 ) + («-1) = 3-«<0 

所以，当时，结论成立. 

由 i ) 〜 iii ) 知引理成立 • 

下面证明定理 

I) 若\=^ 2 =〜=办，则显然有 

2 ) ^ x i -^a = ^ - - Xn-^i- X^Xn 9 

(n - 1 ) x z + x n z = nxn - i Xn 

从而， V 卜 ^，爿抑.设你=抓， 忉 >0， 则 （《- 1) +!" 2 = 71似《-2, 
所以如 |( n - l ) • 显然 w /# 1 ， 否则办=尤，此与; ^ = …二 沿卜 主 

=玲 吻相 矛盾，故有由引理可知，当 
时， ( n -1) + 矽 2 = mi / x n - 2 无整数解，因此 w = w - 1 •此时 

0* 一 1) + (« 〜 1) 2 = n(n— l)x^ - 2 
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x = 1 


Xn - wx - n-l 

故有 x i — Xn - l — If x n — « ^ 1 

注意到 = n.l .1 …… 1-1， 可知此解可由 

s - ^ ^ - ^ 

(n~ i> 个 

(1， 1， …… ， 1) 

^- - - ’ 

n 个 

经定理 r 得出 

3) 今可假定<你-1<糾，如能由此证明似 V _* 
Xn - 1 - Xn < xn 9 则就可使 ％i + … +伽的值逐步变小，经有限步后，必 
可使心， x t Xn 中有 n -1 个，或者 n 个相等，从而可归入1 ) 

2) •由 

xn 2 - nx { -^Xn + x x 2 + ." + Xn^i 1 = 0 

有 2JCn = … 你 -1 土 \fn 2 x x a “.Xn -1 2 - 4(h 2 + … + Xn-1 2 ) 

而当 n >3， 且 … ，欠 n - i 不全为 1 (全为 1 
的情形归入 2>) 时，显然有 

in - 1)^! 2 -**^-1 2 >^1 2 + **- + ^ n - i 2 

如果 2 xn = nh …你- i — ^ n 2 x l 2 … Xn _ i 2 - 4 (h 2 + … + Xn - 1 2 ) 
就有 2Xn<JiX^-Xn^\ - (n- 2)h … 你 -l = 2 《 r”Xn-l 
即 1 -1 

但是 72 灿 2 >；^ 2 + ." + xn 1 -nx^^xn 

即 尤 w -1 

此与 Xti^^X j 1 矛盾，故一定有 

2x n = nx x (^i 2 + … + 你 “l a ) 

所以 2xn>nx r ^xn-i 

即 nx i **-Xn-i^ m Xn<C.Xn m 
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习甄 2 求出 

X, z + x z 2 + x 2 2 + x 4 2 ^ 

X i ^^4 ^100 

之诸解 • 

解： 由习题 1 知道，此方程的所有解可由解 （ 1, 1, 1, 
1) 经定理 V逐步求出，现列表 如下： 


X4 1 

k 

J 

1 ― — — ■ 1 

3 

11 

41 

X 3 

1 

1 

3 

11 

x 2 

1 

• j 

1 

1 

1 

*1 

1 

1 

1 

1 


习题3 求证 

2 x * -y* =Z* 

有无穷多解. 

证：对任意整数 a， - y - a ^ z - a 1 ^ 就有 

2a A 一 a 4 = (a z ) z 

此即 ( a 9 a f a 2 ) 为方程 M 4 - 〆的一组整数解 • 由于 a 的任意 
性，故方程 

2x 4 — y A - z % 

有无穷多解 # 


§ 9 解方程 ; c 3 +y 3 +z s + w 3 = 0 

习题1 « 3 + $ s +y 3 + «5 3 =0之有理解可由 

a ^ o ( - (4-3”） （岑 3 + 3” a ) + 1 ) 

^ = or((4 + 3?|)(4 2 + 3?j 2 )- 1) 

V = a ((| 2 + 3 tj 2 ) 2 - （4 + ⑽） 
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d ~ a ( ( V " + 3 ti 2 ) 2 - (§ - 3 tj )) 

表之，此处€、 7] 为有 理数. 

若 a = 1，在 及乃为 整数，可得出以+奴 3 +之 3 + w 3 =0 之无穷个 
整数解，但这并不包栝所有的整数解 • 

试证 

a= 1 9 )3=12, V s -10, d = - 9 


即其一例. 

证：因为 1 3 + 12 3 +(-10) 3 +(-9) 3 =0 
即 a - 1, 0 = 12, y = - 10, <5= - 9 

为方程% 3 + 1/ 3 + + w 3 - 0的一组整数解 • 下面证明此组解不能 


由所给的公式给出.因若不然，就有 

f (3 t |-^)(^ 2 + 3^ 2 )+1= 1 ( 1) 

' (37| + 4) (C 2 + 31J 2 ) -1 = 12 (2) 

(4 2 + 3i| 2 ) 2 - (I+31J) = -10 (3) 

L (^ 2 + 3 巧 2 ) 2 - ( 茗 — 3ij) = - 9 ( 4 ) 

p 



由 （1) 有 4 = 或 4 = t ) = 0， 代入（4〉就有 


144巧 4 = — 9 


或 0 二 一 9 

这都不 可能. 故1时，取4、1为整数，所给公式能得出方程 

x s + y z + z s +w s - 0 

的无穷多组整数解（此点可直接验证），但并不能包含所有整数 

解. 

习題2 证恒等式 

yH (9x 4 ) 3 4- (3 抑 3 — 9W + (〆 — 9x 3 y>\ 


因之得 

5 ia - 9 3 + 366 3 + 580 s = 144 s + 606 3 + 265% 

证 s (9^ 4 ) 3 + (3 叫 3 - 9^ 4 ) 5 + (y 4 -dx B y)^ 

= 729X 1 2 + 27x 3 !/ - 3(3x|/ 3 ) 2 9^ 4 


2 % 


+ 3(3 抑 3 ) (9x 4 ) 2 - 729 x iz + y lZ 
— 3(〆 〉 2 9x s y+ 3y 4 (9x s y) 2 ^ 729x°y 3 =y^ z 

在恒等式 ^ 

y lZ = (9 尤 4 ) 3 + (^ xy s — 9 ^ 4 ) s + (^ 4 - 9 jv 3 _ v ) 3 中，取文=1、 

*=5得 " 

5 12 = 9 3 + 366 s + 580 3 

2 , 萝= 5 # 

5 12 = 144 3 + 606 3 + 265 3 . 

习應 3 由上习题，证明有《存在，使 

n-x s + y 3 + z% 

x > 0 9 y > 0 9 z > o 之解数;>士《\ 

O 

证 * 当《 = 5 12 时， 

(9, 366， 580) , (144， 606， 265) 

是方程 n = ;tW + y 合条件 oo , ^> 0 , z>0 的二钽整解 
所以，方程 * 

5 1 2 - X s + y s + z s 

的非负解数>2>备= 4 (5 12 )^. 

o o 

习题 4 证明 

(3a 2 + Bab - Sb 2 ) 8 + (4a 2 - 4ab+ 6^ 2 ) 3 + (5a 2 - ^ab - 3b 2 ) 9 

= (6^ 2 — 4 cib 4 b 2 ) ® 4 

证：因为 

(,3a 2 + Sab-5b 2 ) s + (5a 2 - Sab - 3b 2 ) 3 

=(8 a z ~8 b 2 ) C (3 a z + 5 ab ~5 b 2 ) 2 
一 （3 fl a + 5 ab - 5 t z ) (5« 2 - bah - Zb z ) 

+ (5« 2 — 5^-3& 2 ) 2 〕 


=8^ a ) 〔如 ‘ + 2Sa 2 b 2 + 25b A + 30« 3 6-30^ 2 
- 50 姑 3 - 15V + 15fl 3 ^ + 9a 2 b 2 ~ 25a 3 b + 25a z b z + 15ab 3 
+ 25a 2 b 2 - 25ab z - 15& 4 + 25« 4 + 25 以 2 + 油 4 -- m z b 
- Z0a 2 b z + 30 沾 3 〕 

^B(a z -b l ) (I9fi 4 - 30fl 3 &+49tf 2 fe 2 -30«6 3 +19& 4 ). 

(6a 2 -4^ 4- 柚 2 ) 3 - (4^ 2 - Aab + 6& 2 ) 3 

= 8 (3fl* - 2a& + 2fc a > 3 - 8 {la}-lab +3& 2 ) 8 

=g { {a 1 -b 2 )C (Za z - 2 ab + 2b % ) 2 + (Za z - lab + 2& 1 ) 

(2<z 2 - 2 ㈤ + 3^ 2 ) + (2« a - 2ab + 3& 2 ) } 

s g { (a 2 - b 2 ) 〔 9a 4 + Aa 2 b z + Ab* - 12a 3 b + \ta % b % - 8 心 

+ 6 o 4 - 6« 3 &+ 9W - 4a s b+ Aa z b 2 - 6^ 3 + 4W - 4 沾 3 
+ Qb A + ia K + Aa z b 2 4 - 9t 4 - %a z b 

+ I2a z b l - 12a& 3 〕} 

= Sia 1 -b 2 ) (19a 4 - Z0a z b + A9a 2 b 2 - ZQab 3 + 19& 4 ) 

所以 (3a a + Sab - 5fc 2 ) 3 + (4<* 2 - 4a6+ 6fc 2 ) 3 + 

+ (5fl 2 - - 3fe 2 ) 3 = (6fl 2 - Aob + 4^ 2 )*• 


本聿末习慧 

习 01 求出下列不定方程的全部正整数解 * 

1) 2*-3»=1, 

2 ) 3 x -2»= 1, 

解 ： 1) 2*_3»=1只有一组正整数解，即戈= 2, 2/-1. 对2*_3*=1取 
棋3得 

2 x^( 3 -i)x=(-l)*^ 1 (mod3> f 

所以尤为偁数 • 设为:*: = 2 X ， 原方程变为 

<2 x +1)(2 i -1) = 3 , 



(2 龙+1， 2 i ~ l )^\ 9 故2*-1= 1, X=l, x = 2 f 

2) F 一 2r : 1 只有两组正整数解，即丈 = 2/ = l, x =2 t y = s . x 十 

显然是该方程的解 • 当 X>1、 ？/>1时，对该方程取模4得 

3 X =(4 - l) x =( -1)^= 1 (mod4) 

所以尤 为偁数 • 设冗 = 2 X, 原方程变为 

(3 x +l)(3 x ^l) =2» 

(3:+ 1， 3 X - 1 ) = 2 ， 故 

3 X - 1 = 2 , 3 X + 1 =2»”， X = 1，汉=3，即; c = 2， y = 3. 

习腰 2证明不定方程 ^ • 

5 X = 2穿 + 3 J 

只有三组整 数解： x^y = z = l t x = l, ? / =2, 5r= o, x = 2 , y = 4, 
2. 、 

证：（一）当 2 /为奇数，2/ =2y+l 时 

i) 当 F = 0时， 5 x = 2 2jr+l +3:变成 

5*=^ 2 +3* 

显然 有解尤 = 2/ = 2= 1 _ 现证该方程无整数解1 、 2：> 1 • 对5»=2+3 
取模5得 

0 = 2+ 3^( mod 5) 

从而 zsi (mod4) • 把 5 X = 2 +3:写成 

(4 + l ) x -(4 - 1):= 2 

-(4»- ⑴ 4'".-. ( z Z _ 2 )i^ + ( z f ： ) 4- l) =2 
从而有 ( 1 ) 4 = { z- l) 4(modi6) 

即 x = z ( mod 4) 

再由之 三 1 ( mod 4 ) 得從之三 1 (modD * 把方程 2 +3•取模7得 

4* — 2 X = 2 (mod7) 
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结合欠 三 1 (modU) 立樽 

1 (modl2) # 


把方程 5 X = 2 +3^同解地写成 

5 X - 5 = 3 Z - 8 

即 5 (5 X-1 -1)=3 ( V 1 - 1 ) ( 1 

设 JC - 1 =： 2 f df 2+0* 由 X 三 1 ( modl 2) 知，2且3 1 fl ， 从而 （ 1 ) 

可写成 



• (5 a + l )(5 a - 1)=3 (3 1 * 1 - 1 ) KX } 

又因为1 = (5 + 1 )(5 a-1 — 5广 2 + ." + 5 2 - 5 + 1 > 

且 5 c _i - 5 a ' 2 + …+ 5 2 — 5+1 
= ( 6 - 1 ) fl ^ 1 - ( 6 - 1 + ••• + ( 6 - 1 )* - ( 6 - 1)+1 
= ( ^ w 1 一 （ — i ) a _ 2 + …+ (- 1> 2 - （ — 1) + 1 

-p- 

三 1 1 + …十 1 =a= 0 (mod3) 

故有 W 5 a + 1,结合（ V )得刈 3 *** 1 - L 但是， Z>X * 故此不 可能. 
因此，方程 

5 X = 2+3* 


的确无整数解 Y >1，2>1. 、 

ii ) 当时，因为 （-1> Z= 1 ( mo d 4> ’ 故 Z 为偶数 • 设 2 ^ 

= 2Zl , 从而 5 X = 2 2r_1 H 3* 变成 5 x -9 h = 2 • 4 y •但是 5* 的个位数字 
是已， 9*, 的个位数宇是9或1, 2. V 的个位数字是8或2,因此 5*-9 h = 

= 2 不能成立_ 

由 i ) 、 ii 〉 可知，方程 5 X = 2~+3 7 在2/为奇数时，只有唯一解无=1/ = 2=: 
=1 • 

(二）当 y 为偶数， 卜 2 Y 时 

i ) 当0时，原方程变为 5 X = 1 +3*, 此种情形显然无解，否则 

1=0 ( mod 2) . t 

ii ) 当 Y = 1时，原方程变为 5 X = 4+3，，给出％=1、怎=0，从而 

1 , 2, 2= o 为一组解.此种情形若原方程有解 2 ^>0，' 那么由 
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(- 1) 电 1 ( mod 3 ) 可设 心 2 ：^ •如果 & X ： 0 就有 1 = 4+沪，此不可能, 
因此有从而 5 x =4+3, 给出 # 

(5^ + 2 )(5 Xl - 2) = 3* 

另外，由于 (5 Xi + 2, 5 Xl - 2) = 1,所以有 

5 Xl - 2 = 1 

咚不 可能.故当 F = 1时，原方程只有唯一解 

尤=1、？/= 2、之= ()• 

iii ) 当 时， 5 x =4 r +3,给出 

(-1 广 s 1 (mod 4 ) 

1 s ( _ l) x (mod3) 

故可设: z =2 Zi ，从而 

(5 Xi + 3 x i ) (5 Xl - 3^) = 4 y 

如果 A 是偶数，5^ + 3^ i = 2 ( mod 4), (5 Xi + 3* i ).(5 Xl -3,0 = 4 r 给出 

5 Xl + 3 x i = 2 

5 欠 i 一 3 m = 2 2Y ' 1 

此不可能. 

如果之 1 是奇数 ，5* 1 - 3*丨 S 2 ( mod 4 ) f (5 Xl + 3，!） （5 Xl - 3， i > = 4 r 就给 
出 

5 Xl - 3 11 =2 
5 Xi + 3 *i = 2 arM 

如果 1 或欠 1, 由 -3”： 2 都会得出 & « a = 1 •再由 5 x 1 + 3 ” a 
= 卜 1 得 2 •故此时原方程有解 

%=2 ， At 2=2 

再由（一） i ) 可知，方程 

h 

5 Xl -3* i = 2 

无数解1、 z x > l t 故当 v >： 2时，原方程有唯一解 : p = 2：= 2，穿= 4. 

综上所述，不定方程 

5* = 2»+3 # 

只有二组整数解 ， x = y ~ 2 ^ l j x - 1 , y - z $ 怎=0 丨 2 , y - 4 , 
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匀鑪 S 求出不定*程 




的全部有理数解. 

解 I 我们将 证明： =!/今 0 是 方程文 f = 2/ x 的全部 有理数 解_姐然 鉍今 
0是 W = 2 / x 的解•另一方面， 设欠、 2/是方程於的任一组有理数解， 


冗2/今0*不失—般，可设 






由 


有 


设 


(+) 


m 


n _ _ \ - 

m 1 

j 

m } 


( 


s 


) 


j^jmsjur - fimifnr 

r m mt = r" r 
n m, - s* f 

m = d\Vi\f t = di^i $ wii>0 ， ^>0, 

(m 9 r) - [di |j 

n — s = p W 2 > 0 ， S 2 〉 0 , 


(n ， s) =|d a l. 
把 （2) 代入 （ l)i nr ^ = r ^ 变成 


ViVi 


. ! *2 r i * i r i 

|dj 1 2 m l 1 l ^\d Y \ 1 r x 11 


I 山 


frj 




n m ^ s * r 变成 


d , m x d l i 1 A 

{d 2 n 2 ) - (d 2 s 2 > 

,, m.t. m/j t , f •山 c S’ 

\d 2 \ 2 n 2 ^\d z \ s a 


\ d ,\ 1 


m i 〜 


2 


s 



<2) 
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i) 当 泔 4 2 二 ^ 时， （ 3 ) 、 （ 4 ) 给出 

爪 = 1, W 2 =S 2 = 1 

再由 (2 ) 得 m^r^d x> n-=s^d 2 
故 ar=i^_ = 4^, w = —- dz 

m d' ， y r d ； 

此即 x = y 

U) 当叫 s 2>m 时， （ 3) 、 （ 4 ) 给出 叫 =?2,= 1 .此时 r^w, 

s = s 3 n . ' 


由 

有 



从而有 


n =±Si 

(5) 

Sz -r x 


m r i = ±r t 

(6) 


设（《， s,)=D, n = n’D ， s 2 =s/D • 显然 D> i • 由 （ 5 〉 有 


(n'D) 


±s/D 



D 



=D 


= i 

r, 

Sj = 2 t i 

但 （ s” ro = i ，故 s 2 = 2 > r x ^ i p r = m ， s= 2n , 此种情形 

^m 2 -±2n f n^o f 这不可能 . 故当时，原方程 


m 



lu ) 当 m 而 <n 山时，舰中相關方法雜黯 程无解 • 

由 i ) ~ iii ) 可知，方程斯=浐的全部有理数 解由％ = 汉 = a 给出，其中 

a 为非零有理数 . 


匀鼷4证明不定方程 

x^-y x + 1 

只有二組正整数解 * 2> 2/= 1, 3, ?/= 2 

证 i (一〉如果 X 、2/同奇、同偶，则都有 

0=1 ( mod 2) 


此种情形无解 • 

(二）如果翊1/奇•赵 =1 时，斯=# + 1 给出欠 =2 . 2/> 3 时无解’ 
否贝 <!, x y - y % + 1 给出 o s2 ( mod 4) ， 矛盾 • 

(三〉 如果：奇2/偁且怎〉 1 ，下面证明 

3 C » - t/ x + 1 


只有一组正整 数解欠 = 3 , 2 * 

设 y = 2, fl , 2七 a , t > l . 当 t = l 时，原方程可写成 

ix 9 + 1) (x a — l) = 2 x a x 

由于（％•+ 1, 1 ) = 2 :因此 （ 1 ) 给出 

V 1 #+ 1 


或 

又因 

且 


X •+ 1 = (X+ 1 ) (^ - " 1 -^°* ，+ …- 文 + 1 ) 

1 = ( X - l >(^- 1 + W*+m + X +1 ) 
2七 { X a ~ 1 — X a ~ % + … - X + 1 ) 

2 > (JC 0-1 + X^~ z + …+ % + 1 ) 


故有 

或 

当 X > 1时^ 


2 x " M ^ + 1 

2 x " l \X- 1 # 

1显然不可能成立，由 2 x _1 i ，+ 1给出^^ 3, 


由 

J t 


)04 



p = 1 知道:3、 2 / =2 为一 组解. 如果 y >4， 由归纳法易证 

>沒 3 + 1，因而 3〃= y 3 + 1 无解. 所以，1时原方程只有一组解 3 、 
| y = 2. 下面再证明时，原方程无解 • 当时，原方程可写成 

y - y y 

(X 2 1 )( X 21 + 1 ).( W 1 + 1 )( + 1 ) 

• (: fl -1)= 2 tx a Y <2) 

由于怎为奇数，且 l 时 f 为偶数，因此 

jy _ 1 

x 21 + 1 三 2 (mod4) f z\\x 2i ^ i, i </c<t 一 1 
注意到 （妒 + 1, ^-1)=2, 因此 （2) 给出 

z tx ^\jc a + 1 

或 Z tx ^\ x ^ i 9 

由前证即知 2 tx ^\ X+l 

或 2 n ^\ X-l 

但当 X >3, 时， 

2 n^= (2 t ) x - 1 ^4 x ' l >^±l 

毋 

故 2* n 氺 X±l 

也就是说， t >2, a ?> i 时，原方程无正整数解. 

显然， ％=1 时= O . 

综上所述，不定方程於=妒+1只有两组正整数解2, y^h X*Bp 
2 / ~ 2 1 

习麵5 求出不定方程 

(x + y)9 = x^ 1 + 1 

的全部正整数解. 

解：下面证明此方程只有两组正整数解 

x ^ y ^ i| x ^ y ^ 2 # 

(一） 如果无 奇、2/奇 

i ) 义=1时2»=1货 +1 + 1给出怎= 2/=1. 

ii ) 欠>1时， U _+ l )» = 妒 +1 + 1给出0 3 2( mod 4> • 因此*奇、鉍奇 
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时，方程只有一组解/ 

(二）如果冗奇、2/偶 

先把不定方程 

(X 十 1” = 妒 +1 + 1 

作如下变形 * 

ix+ \) 9 ' 1 + (X+ 1 )»-* + •••+(«+ 1 ) + 1 =x * 

( X + i ) C (^+ 1 >••* + ( 欠 + W s + ... 十（尤 + 1)+ 15 

= (JC 一 1 +-*+»+ 1 ) < 1 ) 

注意到2/为偁数时 

1 + + … + X + 1 = -f 4 + … 十龙纛 + 1 

X + 1 

可以得到 

(JC + 1 ) f " 2 + ( 5 C+ 1 ) f * s + … + (尤 + 1 > + 1 

但 （2) 给出 l $ 0 (mod2) t 故 x 奇、 y 偶时方程无解 • 

(三〉如果尤 偁、 1/ 奇 

( 1 ) 给出0三1 (mod 2 )， 此时原方程也无解 • 

(四）如果 r 偶 ，鉍偁 

t i>* “ 时， … uw … 脚 -= 2 … 1 • 设 ㈣ ^ 

可得 

(3 扒 +U( 3 tfl -l) = 2 肌 +1 

e— 

由（3衫 1 + 3 j - 1)= 2 得 

— 1 = 2, Vx=lf » = 2| h =2 

故 “ 2, P 2 是原方程的-组船也就触，々2时琢方租只有一组 

正整数解^ = 2/= 2, 

ii) d 1/>2时.由(怎十1 )* =斯 +1 十 1 有 
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+ +"• + C]x l + C^x = a:» +t 

因此 尤丨 C 』， 即： c | j / •设 2/ = m : r ，; i ;=2 汰， 2 彳•把 

， 

y =2* wu ； i 代入下式 

{X+ 1 )* =^ +1 + 1 

得 （ 2 比 ,+ 1 ) 1%mx 1 = ( 2 t X 1 y inXx + 1 + 1 

((2^ 1+ 1 咖， ) 2 -l= 2 2tfmX ^ 

又因为(⑽ 1 + n 2 41， (2^ 1+ i ) 2， " lm ^>- i ) = 2 


卜2汰 1+ 1〉 2 ，萬… 2 2她 1+ 卜1产 1 + 1 
所以 l(2%+l) 2 r lnWl -l=2b 2,m A +1 


f3) 



(4) 


其中 jc 1= ab ，（ a ， b )= 1 . 如果 （3) 成立，由 

(2^ 1+ l ) 2 ^ lm ； C ^1.2& 2 ^- +1 


有 I 2b 2tmXl + 1 . 显然 t= 1, 否则 2 丨 b ， 2 I X” 此与 2 氺冗卜相 
矛盾 • 而 t= 1 时 :^ I b 2mXl + 1 ，由 x,=ab f (a, b) - l 有 ％ =&， 

1, 从而 （ 3 ) 给出 


2 


2mx x - 1 


2mx l + 


但 X =20： 1 >2, X ,> 1 9 故此不可能.如果（4> 成立, 


<2*^! + 1 ) 


2 t ^ l mx l 


2 


2 i tmx l 


3 ^ 2 i mx x 


给出 

2 f ^! 

2 2 l tmx x + 

卜 1 n 2 l mx x + 

Cv 



1 a 2 t mx l + 

l 


因此， = a » d - l . 此时 （4) 中的 
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(2%+1> 2 广 1 獻 1 + l=2b 2<WXl+1 

变为 （2% +1> 2 广 1 霞 1 =1 

此也不可能. 

习雇6 证明怎= 7, 2/=20是不定方程 

1 +x + x t + x Q +y 2 

唯一使％为素数的解 • 

证：下面证明该方程只有解尤=-1、0;欠= 0、？/二±1，尤=1、 
2/= ± 2 i 7、 = ±20.从而本题断语 真实. 

方程可以变形为 y 1 ^ (X + 1HX Z + V ' 

显然工>一1,否则赵 2 <0,而％=-1、0、1时，由原方程可解出 

±1、 ± 2 . 

(一） 如果％为非零偁数，易证(无+ 1， X z + l)^ 1, y 2 = (x + l)^ 

(f + l ) 给出 

x + i = a% x z + i^b 2 p y^ab f (a, b) = l, 但 x 2 + i=M ? 2 ， 故此时方 
程无解. 

'l 

(二） 如果尤为大于1的奇数，下面给出方程只有解尤= 7, y =±20 的 
证明. 此种条件下，易证（％+1，# + 1)= 2,由?/ 2 =汸十 1) ⑶ 2 十十 1) 

有 

x +' i -2 m z 9 x z + i = 2 n 2 t 鉍 =2 mw , ( m ， n ) - 1, 2^ rn m 

山 +1 (2m 2 -1) 2 +1 4(w 2 ) 2 —4m 2 +2 

w 2 2 2 

= 2(m 2 ) 2 -2tn z +1= (m 2 -1) 2 + (m 2 ) 2 
有 （ m 1 - l ) 2 + ( m 2 > 2 = n 2 (1) 

i ) 当 m 为奇数时， （ O 给出 

= w 2 -1 = 2uv 9 n-u 1 +v 1 y (u ， v) =1, u>v> o f u f 

r 一奇一偁 ， （w + v , u-v) ^ U 因此 

m 2 ^u z - y 2 = (u + v) (u-v) 

给出 tt - v - a 1 , u + v = b z 
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由 m 1 = m 1 m 1 - 2uv 
有 u z -v l - 2uv= (u-v) 2 - 2V 1 ^ l 
从而躭有 a A - 2 v z = 1 

艮 P a 4 + u 4 = ( v l + 1) 1 

但此不 可能. 因此 m 为奇数时， （ i ) 不可解，从而原方程无解. 
ii ) 当 m 为偁数时，<1)给出 

饥 2 — l = w 2 -y 2 ， m 1 = 2 uv 9 n-u 2 + u z 9 

由 m 2 = 有 


或 



2 



% 


其中 m = 2 ab ， ( a , b ) - i . 不妨设前一式成立•由 

Tn 1 - l - u 1 - v z 9 m 1 - 2 uv 

有 2 UV- (U z - V 1 ) - (M + W ) 2 — 2 U 1 : 

2U 2 = (U + V+ ) (U^ V- 1 ) 

因为 w 、 V —奇一偶，故可设 W + V =2 S + 1. 

又因 M = 2 a 2 , 从而有 

8a 4 = (2S+ 2)2S 

即 2 a 4 = (s f i)s 

但是 （s + l , S ) = l , 故有 

6 ^ t \ s \ 1 

或 s = 2 r 4 f s + l ^ t 4 

其中 a = tr , ( t , r ) = i . 

所以 t 4 - 2 r 4 = — 1 

或 t 4 - 2 r 4 = 1 

即 ( r 2 ) 4 - t 4 ^ ( r 4 - l ) 1 

或 t 4 + ( r 2 ) 4 ^ ( r / + ]) 2 

由本章 7 节习题 i (6) 、 （ r 2 ) 4 - f 4 = ( r 4 - i ) 2 的解为 r 、 g 或 r 4 —1 = 

= 0 • 但 = o 给出 t 4 = — 1，此与相矛盾； r 4 - i ^ o 给出 r - ± 1、 
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s = l ， tt + V =2 S + l = 8| 2 fl‘=(s + l)s 给出 a z = l ， M =2 C ^ = 2, l »=3 — 

一 M = l, m 1 = 2ut;= 4, x + l = 2m l = 8, I^y^ix + Dix 1 + +l) 
给出 j /= ±20, 又因为 P + ( r *> 4 = < r 4 + 1) 1 无解，故当为偁数时，原 
方程 只有解 X = 7 ， 2/= i 20. 

综上所述，方程 

1 +X + X 1 = y z 

只有解—1、!/= 0 | % = 0、？/= 

K y = ± 2 | 丨= 7、 ± 20* 

习 題7 证明不定方程 

marctg ^― + narctg — ^ > 

x y 4 

1 ) 当 fc = l , m = l , n = l 时有整数解： 

2, y = 3, 3, y = 2 # 

2) 当1、 m = 2 、 -1 时有整数解： 

x — y ^ lj 丨=2、 y = 7 t x = s ^ j / = - 7* 

3) 当 fc = i 、 m = 2 、 n = l 时有整数解： 

X=l 、 鉍 = 一 1» 欠 =2 、 y = - 7 i X ^ S \ 2 / = 7 * 

4) 当 fc= 1、 m= 4+ 、 - 1 时有整数解： 

x = 5 、 ?/- 239. 

试利用最后一解以计划兀之值准确至十万分之一. 

证‘ （一） arctg—i— + arctg-i— =—^■的解为太= 2、鉍 =* 3 ’ x = 

’ sc y 4 

- 3 f J/= 2 _ 

由 tg f arctg J- + arctg =tg^- 

有 x+y = xy -1. 

i> 如果 x 偶、 ？/ 偶， x + f / = xy -1 给出 0 三… l ( mod 2〉 ，此不可能* 

ii ) 如果冗奇、 y 奇，设兄= 23^ + 1、 2/- + U 怎+ 2^尤2/-：1给出 

2^ jt / i 7=1 1 >此也不可能 • 

iii) 如果％偶、1/奇，设怎= 24 、 y = 2 tji +1 , x + y = xy _ 1变成 
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J / 1 (2 ar 1 ^ l ) = l , 此时有解欠 i =2^ = 1， 从而义 =2, y ，3. 

F ) 如果义奇、2/偶，同诅）可得3、鉍= 2. 

所以 fc = m = n = i 时，原方程有解 

0 C ^ 2 ^ J / * 3 j ^ 3 ^ 2/ = Z 9 

( 二） 2arctg^-arctg = | 的解为冗 = 2/ = 1, 欠 = 2 、 j/ = 7i 

x y 4 

怎= 3、- 7. 

由 tg (2 arctg ~- - arctg = tg + 


有 



整理得 


v = 


3^^ jv 2 A ^+ 1 

^ x J ~ 2 x^i 


AX _ 

X 1 - 2 X -1 



i ) 当欠 >7 时， X 2 ^ 2 X - l > 4 X > 0 9 X 1 - 2 X ^ l ^ iX f J / 非整数，此 
时无解. 

ii ) 当％<-3时， x 2 - 2 x - 1 >\ 4 X \, X ^ 2 X - l ^ AX , 1/ 为非整数， 
此时也无解. 

m ) 当 x = i 时，由 （1) 得2/ = i , 验证后知迸班方程的解, 
x = 2时，由 （1) 由7,验证后知道0；= 2、7为原方程的解》 
冗=3时，由（1)得?/=-7,验证后知道3：»8、2/= -7 为原方程的解 • 
对于 -3 和7之间的其它 X ，可直接验证不是方程的解 • 故当 fc = l 、 m *2、 
n = -1 时，原方程的解为 a ? = j / = 1, := 2、衫= 7 1 8、 -7. 

C 三） 2 arctg-l + arctg| = ^ 的解为 a:=i 、 - i f a;= 2 % y = 
=-Ti ar = 3 ^ y = 7 . 

由 tg ( 2 arctgJ_ + arctg A ) = tg j 
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有 

整理得 


2 X 



+ 一 
y 




，卜 1 一 , 丄 4 x 

X 2 -2X-1^ X z -2X-1 


C 2) 


i ) 由（二）可知，当： r <-3、 ： >7 时，原方程无解 • 

ii ) 当怎 =1时，由 （ 2 ) 得汉^： - 1,验证后知道丈=1、2/= - 1是原方 
程的解,2时，由 （2) 得 y : -7, 验证后知道:2、_ 7是原方 
程的解 * 尤= 3时，由 （2) 得汉= 7，验证后知道 X = 3 , //= 7是原方程 

的解 • ~3和7之间 的其它& 可直接验证不 是原方程的解 • 故当 fc = i 、 
m = 2、 / i = l 时，原方程 的解为1、!/= -1, 2, »7» 

»= 7. 


(囬） 4arctg 士 - arctgi ^^ 的解为 x = 5、好= 239. 

y 4 


由 

tg ( 4 arctg 士 - arctg l\ =tg£ 


iX(X l ~l) i 

有 

{X 1 -l) 1 - 4X l 

1 , AX(X^l) 1 一 


ix 1 -1> 2 - ix % * Y 

整理得 

t 

■ 

i 

! 


〜一 ^+4^-6^- 4a? + l ^ 8 妒-肽 

-X 4 ^4X^+QX 2 -4X-1 X 4 ^4X^-QX 2 +4X + 1 


i ) 当怎 >1? 时 

x 4 - iX z -6X 2 +4^ + l>8X s -8^>0 
X 4 - 4X S ^QX Z + 4 ^ + 1 -^ 8^ 3 - 8X 

此时 y 非 整数， 故原方程无解. 

tt ) Mi 怎 < — 6时 

X 4 -4X Z ~GX 2 +4X + l>\SX t ^tX\ 
* 4 -4» s »60f 3 +4X+1^BX Z -SX 


(3) 



m 



此时 2 /也非整数，故原方程 无解 • 

iii ) 当 a ； 二 5时，由 （3) 得鉍 = 239,验证后 知道无 = 5、韌= 239是原 
方程的解.对于 -6 和13之间的其它 a ?, 可直接验证不是原方程的解•故当 

4、 n = — 1 时，原方程的解为5、2/=239, 


K 


F 面利用最后一式，即 4arctg + - arctg =二来计算\ 

& 2 od 4 ： 


Jt 

T 


4arct 


g 去 - arctg 


239 


a r 1 i + 1 i i i 

L 5 3 5 3 5 5 6 7 5' 


r 7 


( 1 ))-( 


239 


+ r 


( 2k )] 


由交错级数对误差的估计得 


AT 


7 


(i) 


一 T 


(2k) I 


< 


4 


9.5 9 3*239 


<0.5*10 


用四舍五入法对其它各项计算如下 t 


-~-=0 # 2000000 

0 

-^»^0 # 00266t)7 

=<)• 0000640 

— 

0.0000018 


+ 0. 2000640 


— 0,0026683 


又因为 


239 


〜 0.0041841 


于是 贫 《 4 { 4〔0. 2000640^0. 0026685〕 - 0.0041841} 

^ 3.1415916 

因此? T ~3.14159, 而误差为 

I 兀 •3.14159 1< 4 x 0.5 X 10”+ 4 x 4 x 2 x 0 # 5 xl 0 

+ 4 x 0.5 xl 0' 7 + l # bxl 0"* 
<5.4 X 10~ 6 <10' 5 # 



k 明： 原題当1、1、1 时， 只有一 
1 、 7W= 2 、 W=—l 时，只有一组解欠 " 2 j t/ - 
W = 1 时，只有一组解 0：= 3 、 2/= 7* 钽从（一）、 
明可以看出原題有误，因为： 



当 fc= 1 

、 m= 1 . 

n 二 

1 时， 

其整数解为 X 

y = 

2. 




' 


当 fc= 1 

、 tn= 2 、 

n - 

: - 1 时， 

其整数解为 

x- 

: 8 、鉍 = 

一 7. 





当 1 

、 2 、 

n = 

:1 时， 

其整数解为 x 


: —lj X - 

: 2 、 卜 - 

■7. 


■ 


组斛 x = 么、 a > ^ 
7 , 当沁 = 1 、饥 = 2 、 
( 二 ) 、（三：> 的证 

= 2 、 y ^ 3 | ^ * 3 \ 

2 > y ~ 7 1 欠 = 2/= 1| 

二3、 以 = 7多 1、 
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第十二章二元二次型 

一 、提 要 

定义 对固定的整数 fl 、 & 〆 ，二次齐次多项式 F=F ( %, 

^ ax 1 + bxycy z 9 称为二元二次型，或简称二次型，以 { a , 办， 

c } 表示. d 二 b z - 4沉称为 F 的判别式. 

定理 1 i 7 可分为两个整系数一次式的乘积的充分必要条件 

是 d 为平方数. 

定义 若有一整系数变换 

x = rX + sY 9 y = tX + uY 9 ru~st= 1 . Cx 9 y) 为 C ? ( X , 

y ) ，则称 i 7 与 G 相似，用 F 〜 G 表示. 或称 P 经 l ) 变为 G . 

定理 2 如果 P 〜 G , 则它们的判别式相等. 

定义 按相似可将判别式为的诸型分为若干类，同一类的 
诸型都相似，不同类的诸型绝对不相似. 

定理 3 类数有限. 

定理 4 判别式为^的定正型的类数等于适合 

b 1 - 4 ac (1) 

l 或 0 c 

H 

的整数组 a 、 6、 c 的组数 • 

定义 适合 （1 ) 的二次型称为已化型 • 
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定义设 d E 0或1 (mod 4 ) 且非平方数， m > 0 • Kr - 


onecker 符号 


cl 


)定义如下 





- 0 f 若 p \^ 

= r 1 ， 若 c ? 三 1 (mod 8 ) 

、- 1 ， 若 d 吾 5 (mod 8 ) 

= Legendre 符号 （p 为奇素数， P ^ d ) 


若 m = rr 沂，如为素数，则 



定理5 

( 4 ) 


若 w !> 0，（饥、心 



=1 ,则 Kronecker 符号 

当 d 为奇数时 



2 b u 9 2>|^时 

此处 ( W )、 ( i )、 (裔) 全灿 cobi 符号. 

定理 6 Kronecker 符号 ( 妥 ) 为模 I d I 的实特征 •’ 

定理 7 设 m>0 、 n>0 、 m 三一 n (modWI 〉 ，则 


5 T 6 




1 (4)， 若 a 〉。 

:-⑷ ，斟 <0. 


定理 8 设& >0， W ， t ) = 1. 同余式 

x z = ^(mod 4 k ) 


4 


的解数为 2 » /- ). 此处 f 过的所有无平方因子的正因子. 

f k 乂 ！ / 

定义 若 （ a , b ， c ) = 1,则称卜， fc , c } 为原型；若 


(«5 K c ) = g > l ， 则称 c ) 为非 原型. 


定义用 A (心表示以^为判别式的原型的类数. 
定理3 以^为判别式的型的类数等于 





定理 10 设左>0，（灸， d ) = 1 •命哝 （ k ) 表诸等式 

k - F x ( x 9 y ) , k ^ Fh { d)(Xf y ) 

的原解个数的总和，则 



其中 

广2 ， 若 d 〈- 4 

w — i 4 9 若 d = — 4 
( 6 ,若 d = - 3 • 


定理 11 + y 2 = & 的解 数等于四倍于 it 的 因数三 1( mod 

4 )的个数，减去(的因数= 3 (mod 4) 的个数. 

定义命 S 为一素数.若有一整系数变换 
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x s ： rX + sY f y- tX + uY 9 (ju — st, g) = 1 
使 ax 1 +bxy + cy 2 = a x X 2 + b x XY + c x Y 2 (mod g) 

则称二次型 { a ， 6 ， c } 与 ( a " \ ， c j mod g 相似. 

定理 12 2. 二次型 (a ， h ， c) 与 （ q ， h) 

的判别式各为 < A , 且⑽， P \ d x . 则二次型; (《, &, 4与 
^1 > mod 夕相似的充分必要条件是 


其中 h h 各为任何能经 c^f ^a l9 b l9 表出， 

且适合 （ fc , d) = (k l9 d)^ 1 的整数 • 

定义命 h ， …， 仏为 ^的奇素因子•若 U , 2心=1且 
&可经2/>表出，则称 


( 舍 ），_ ， 


e(k) , d(Jt)e(jt) 


为 F ( x ， y ) 的特征系.其中 

fc - 1 * 

d ( k ) = (― 1 ) 2 ， 若 7 s 0或3 (mod 4 )； 

4 


— 1 

e < ik ) = (― 1 )~^， 若冬三 0或2 (mod 8); 

4 

k - 1 + — 1 1 

d ( k ) e ( k ) = (- 1 ) 2 8 ， 若丁三 0 或 6 (mod 8). 

4 

定义若两个有相同判别式^的二次型类的每个特征值都相 
等，则称它们属于同一族. 

定理13 每一族 中所含 类数相等. 
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定理 ie 命^>5,则 

K(d)<^^\ogd+ 1 . 

走理 17 logc< f j^ogd + 1). 

定理 18 log e < »J~d logrf. 

定理 19 若 d 为一判别式 ，则 
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金义用瓦 ( 心表级数， K ( d )^ 2 ( 

u L \ 


定理 14 


/ 


M ) 


若 ^ <0 


— 

^/d 

logf 


K(d), 若 d〉0 


其中 


w - 


2 , d<Cr 4 

4 ， = — 4 ， 

6 » rf = — 3 


+ » ox /^ 


x ^ y ^^- dy ^ 4 的基本解. 

定义如果判别式^不含奇素数的平方因子，且^或为 奇数， 
或 s 8 (mod 16) ， 或 =12 (mod 16) ， 则称 d 为基本判别 


式. 


定理15 设 d 为一负的基本判别式，则 




lim 

«|+-oo 


logh(d) _ 1 

log \ d \ ^^2 


lim 

d-^co 


log ( A (^) l oge ) 1 
log^f - 2 


二、题 解 

§2类数有限 

习睡1下表给出0 <- 仏20之所有的己化型, 


d 

~ 3 

~ 4 , 

一 7 

B 

—11 

— 

12 


15 

— 

16 

-19 

一 

20 

a 

1 

1 

, 

1 

1 

1 

1 

2 

1 

2 

1 

2 

1 

1 

2 

b 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

2 

1 

1 

0 

Q 

1 

13 

2 

c 

1 

1 

2 

2 

3 

3 

2 

i 

4 

2 

4 

2 

5 

5 

3 


证： 因为 

当4= — 1 时，4 ac=-l 给出 1 兹 一 1 (mod 4 ) i 
当 :一 2时， 6* - 4沉= 一 2给出0 e — 2 (mod 4 ) % 

当 — 5时，办 2 -4沉=-5给出1 酱一5 (mod 4 ) $ 
当 d = - 6时， fc 2 - 4沉=-6给出0磁 - 6 (mod 4 ) % 

当 - 9 时， fc 2 — 给出 1 * * 9 (mod 4 ) % 

当“ 一 10 时， b 1 - iac^ -10 给出0 sb — 10(mod4) , 
当 d - 13 时， b z - 4 ac 二一 13 给出 1 笠 - 13(mod 4) $ 
当 — 14 时，占 2 — 4flc=-14 给出 0 笠 - 14 (mod 4)9 
当 - 17 时，- 4 ac 泣一 17 给出 Is— 17(mod 4 ) 多 
当 4= - 18 时， b z - 4 ac = - 18 给出 0 三 -18 (mod 4 ) • 
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所以，当0<-4<20时的所有已化型只 能在心 - 3、- 4 、 
- 7 、 — 8 、 - 11 、 — 12、 — 15、 — 16、 - 19、20的时候存在 

[ (即上表中所列的^的值） . 下面给出^= -20 时的两个已化型 

{ l ， 0，5 y f { 2 ，2， 3 } 

的证明（上表中所列的其余部分，用完全相同的方法可以证 
明）. 


要证明 - 20时只有两个已化型 


0 , 




2,3 k 由定义，只须证明^ 2 _ 4沉=_20合条件 


r - a 〈 b<a〈c 

又或 0 c 


的整数解 


a ， b ， c 


，0, 


2，2，3 ^ 即可. 


(一） 先考虑在条件下，& 2 - 4 ac =- 20 的整数 

解. 

1 ) 当 0 = b < a = c 时， b 1 - 4 ac = - 20 给出^ = 5 ,矛 

盾. 

2) 当0 =厶=0 = c 时， b 2 ― A ac = - 20 给出0 = — 20，矛 

盾. 

3) 当0 c 时，由于&偶，并且 ， b 2 - 4 ac = 

b 1 - i a 1 ~ — 20 给出 ( b + 2 a )*( b - la )~ -20, b + 2 0 = 10, 
b - 2 a - ― 2 , ^ = 4 , a ~ 3 9 与办 < a 矛盾 • 

4 ) 当 0 〈 6=0 = c 时， b 2 - A ac = - 20 给出 3 = 20，矛 

盾. ' 

(二） 再考虑在条件-之下， 4 ac = - 20的 

整数解， 

.• _ ' 

i 


m 



1〉当 = 时，办 2 — 4 一 20给出厶（办— 4 c ) 

=_ 20,又因为办偶且 c> 0 ， 从而办- 4 c= - 10, & = 2 ， c= 3 ， 

2, 6= 2，与它对应的一个已化型为(2， 2,3}. 

2 ) 当- 0<><c 时， b z - 4 ac = - 20给出 - 20 = P - 4 ac 
< fl 2 — 4 < st a = — 3 a 2 f 3 fl 2 < C 20, 又因为故 a = 1， 2 • 
a = l 时，由 -1<&<1 有 &= 0, 从而 c =5, 与它对应的一个 

已化型为 { l , 0，时 ，•- 2<><2给出6=-1， 

0,1. 而&= ± 1时，给出 8 c =21， 办= 0时又有 8 c =20 • 这 
些都不可能 • 

由（一）、（二 ） 可知 - 20时，只有表中所列的两个已 

化型 



下面再给出一种 证法. 先利用 0< a < 定出 a 的限. 

因为 = -< 3 ,所以 #1, 2. 

(一） 当时 

1 ) 如果 0= 1， 则^= 1,^=0, 1 •此时& 2 - 4 cc = - 4 , 

« 3， 故护 — 4 ac ^ -20 # 

2) 如果 = 2，贝 ijc = 2，0，1，2，此时 4 flC = 

-16, -15, -12, 故 fc 2 - 4沉却 — 20* 

(二） 当时 

1) 如果1,则&= 0，1 ? 从 P 2 - 4如= -20# C = 5 f 


m 



兮 ，故此时只有一个已化型 { l ， 0，5 j . 

2)如果0=2,则0，1，2， 从沪 -4 沉二 -20 

得 f ， 导， 3 , 因此只有-•个已化型 ( 2 ， 2 , 3 }. 
0^0 、 

此题的第二种证明方法，是由柯召教授给 出的. 第二种证法 
比第一种证法简单，特别是当#5绝对值较大的时候. 

习題 2 证明~ 48 时有四个已化型： { 1 , 0 , 12 | , 



证：（一）先研究在条件0 < b < a = C 之下， b 2 - 4 ac = -48 
的整数解. 


1 ) 当0 =&< a = c 时， b 2 _ 4 ac = 一 48变为4 a 2 = 48， a 1 = 
12,此不可能. 

2) 当 = = c 时， b z — 4 ac = - 48变为0 = - 48，矛 


盾， 

3 > 当0 时， b 2 - 4 ac = -48 给出（办+ 2 a){b 

- 2 fl )= — 48，再由&偶、 fl >0 可得 


或 


\ eb + 2 a = 2 3 * 3 

— 2 fl — — 2 

vb + 2 a = 2 2 * 3 
U - 2 a- - 2 2 


(I) 



或 


fb + 2 2 5 

— 2«3 


(I) 


由 （I ) 有 Lll , 2 心13，矛盾， 

由 （I ) 有 4 ， fl = 4 ， 4 ，此时对应一个已化型 
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由（ I ) 有 b = ] ，2 a - 7 9 矛盾 • 

4 ) 当 0<^ = a = c 时， b z - 4 ac = 48 变为 - 3 办 2 =- 48, 
办 2 = 16， 4， a = c = 4 ,此时也与 已化型 j 4, 4, 4 | 

对应， 


〈二） 再研究在条件之下， fc 2 -4 ac =-48 的 

整数解. 


1 ) 当— = g<c 时，& 2 一 4 ac = — 48 变为沪 - 4 -48, 
Hb - 4 0 = -48. 由于&偶旦 c>0, 因此 6(6- 4 c) = -48 给 
出 



由 < I >有6=24， 4 c =26, 矛盾, 

由< I >有“12, 4,此与 6 <c 矛盾, 

由 < I >有6= 8, 4 c ^ U f 矛盾, 



由（说）有 h 2， 4 c =26, 矛盾, 

由（ V ) 有 b “， a = c = 4,此时仍然对应于己化型<4 , 4， 

4}, 

由（见）有办= 6, 4 c = 14,矛盾 • 

2 ) 当-时， b z - 4 ac = - 48给出 一 48 =石 2 - 4 ac 
<« 2 ~ 4 a 2 = - S a z , 3 a 2 <48, fl 2 <16. 又因为 a >0， 可得 a 
= 1 ， 2 ， 3 • 如果 a = 1 ， 由 — 1 = 一 a 〈 b 〈 d = 1 知遥办 = 0 ， 

c =12, 此时对应已化型 { l ， 0， 12}; 

如果2，由 • 2 =- fl <&< a = 2 知道& = - 1, 0, 1 •对于 
a =2, fc ~ zb 1 > — 4 ac ~ _ 4 8 给出 8 c = 4 9 ，矛盾 i 对于 a = 
2， ^ = 0 , 由 6 2 *~4 flC =- 48 给出 6 ，与此相对应的一个已 

化型为 ；{ 2，0，6 ]. 

如果 a = 3，由 - 3 = - a < Cb < ia - 3知道办= - 2， - 1，0 , 

1，2 • 对于 a = 3，6= ± 1 , 6 2 - 4沉 =-48 给出 12 c = 49，矛 
盾；对于 a = 3， b = 0 9 b 1 — 4 ac = -48 给出 4 ，与此相应的 

一个已化型是 { 3，0，4 对于0= 3,办=± 2 ， 又有 12 c = 

52,矛盾. 

由（一）、（二）可知 ， d = -48 时的确只有四个已化型 * 



下面再给出一种证法. 


因为 0 < a < /M = 4 
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所以# i ，2，3，4 • 

(一）当0 = c 时 

1 ) 如果 a = 1，贝 ijc —If b = 0 f 1，办 2 — = — 4，一 3 , 

故办 2 — 4仉#-48, 

2 ) 如果 2 , 则（= 2 ， 0 , 1 ， 2 ， fc 2 - 4 - 16, 

-15，-12， 故- 4 ffC ^=-48 # 

3 ) 如果 a = 3, 则（= 3, 办 = 0，1，2，3 , b 2 - A ac ^ 

-36，—35，—32，-27, 故 6 2 — 4 48 # 

4 ) 如果 4 , 贝 ljc = 4，6=0， 1，2， 3，4，沪 一4 
^=-64, -63, -60, -55, -48, 此时只得一个已化型 { 4 ， 4 ， 


49 


(二）当一 fl <6< a < c 时 
1 ) 如果0= 1，贝 (&= 0 
此时得一个已化型 { 1, 


，1，由 fc 1 - 4沉= 一48得12， 


0 , 12 





2) 如果 = 2，贝!]&=一1，0，1，2，由公 2 — 4 ac --48 

得^=穿，6,穿，穿，此时也只有一个已化型 { 2, 0, 6 j . 


3 ) 如果3，贝!]&=-2， 一 1, 0, 1， 2, 3, 

3 

tl ’ 4 ’ fl ， 琴 ， T ’ 此时也只有一个已化型 { 3 ’ o ， 4 } • 

4) 如果 fl 二4,贝扑=-3, -2，-1, 0，1，2，3, 


57 13 49 

16" I ' 16' 


49 13 57 

16’ 4 Mg ’ 


再因 c ?= 4， c = 4， 
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3 时， fl < c 不成立，所以此时没有己化型 • 

此題的第二种证明方法，是由柯召教授给出的，它比第一种 
证法简单得多 • 


§ 4 二次型表整数之表法数 

习鼉1 若 m 为奇数， x i + 2 y t = 2 W 之解数等于2 (T ,此 
处 cr 为 m 之因数 s 1或 3( mod 8 ) 者之个数减去 m 之因数巨5或 
7( mod 8) 者之 个数. 

证： d = b 2 - 4 flrc = -8 , A (幻 = 奴- 8 ) 表示以 d = -8 为判别 
式的原型类数 • 由于 d =-8<0、 1>0、 Fix , y )^ x ^ 2 
汉 2 为正定型， ft (~8 ) 就是方程& 2 - 4沉=-8合条件 

r-a<b<a<c 且 。， ^ c)=1 
人或0 ^ b^a = c 

的解数，从而易证 W-8) = 1. 下边，设对 Z 行归纳法， 
证明 P+ 2 j / 2 = k 的解数为 i >( m ) (此处用到了提要中的定理 10) • 

因为 ^(m)=M /2(4) = 2 ^( ir ) 9 

n;m \ / n\m ^ / 

(当 d = - 8时，《/= 2 ) 而 Kronecker 符号 

1 1, 当 n 三 1 , 3 (mod 8 ) 时 

( n ，^义。， 当 （《，8)>1 时 （1) 

(- 1 ，当 w = 5 9 7 (mod 8 ) 时 

当0时，+ 2 y z = m 9 ( m , d ) - ( m , -8) = 1. 由定理 10， 
a ： 2 + 2 〆 = w 的解数为分 ( m ). 归纳假定/= 1 , 2 ，…， i 
时， x 2 + 2 〆 = 2 fm 的解数为 #( m>. 考虑方程％ 2 + 2 y 2 = 2 1 

f ”. 显然，欠、2/全为 偶数. 设文= 2 x u y = 2i/! ，就有〜 2 + 2 i/! 2 

= 2 t - 1 m 9 由归纳假定， x { 2 4 - 2 i /, 2 = 2 tk 的解数为功 (m) • 

注 g 到 V+ 2 y 2 = 2“^的解数与〜 2 + 2 y x ^ 2^m 的解数 


m 



相同，因此，欠 2 + 2沒 2 = 2 h ! m 的解数为沢 m )， 结论对于;=尤+ 
1时也成立. SW ( m ) 为方程 A ： a + 2 2/ 2 = 2加的解数.由 （1 ) 便 
知方程％ 2 + 2分 2 = 2^的解数等于2倍777的因数巨1或3 (mod 
8) 的个数，减去 w 的因数至 5 或 7<niod 8 ) 的个数 • 

习题 2 邛+ 〆 之解数为6五 ( it ), 此 £ a > 为 Jt 中形 

如 3 A + 1之因数之个数减去形如3 A + 2之因数之个数. 

证： ^ = -3 . 同习题1 一样，易证 R 心=办(-3 )= 1 •设女= 
3 s m ， s > 0 9 3氺 m . 下^对 s 行归纳法证明 P f = Jfc 的解 

M 为他 • 由定理10有 



(当 - 3时，6 ) 并且 Legendre 符号 

当 n 形如3 A + 1时 
当《形如3 + 2时 


(I) 



故 樣）= 6 E ( k ) 


当0时， x 2 + xy + y ^ k ^ m 9 由定理10立得它的解数为沢 it ) = 
eE ( k ). 归纳假定^= 1，2，…， f 时结论都成立 • 当 s = i + 1 

时， 3 t + im . 对邛 + y 2 = 3“1饥取模9得：^ + ;^ + 2/ 2 三 
0( mod 9) ,从而有3卜，3 | y . 设无= 3^ i , 双= 3?/!，可得 

X x z + x iyi +^! 2 = 因此， p + A ；| /十 〆 =： 3亡十1爪的解数 

与 h 2 + hh + yi 2 = 3 t - im 的解数 相同. 由归纳假定知其解数 
为趴3 Urn ). 但是 


^( 3^-1 



= ip( 3 t+ im) 


m 


故方程 X 2 + 叫+ 〆 = 3 t + im 的解数也为 #( 3 t+】 m ) =_( 幻，因此 
s = i+ 1 时结论也成立 • 所以方程+印+〃 2 的解数为 6 五 

( k ) . 

习應3 若 m 为奇数， 则％ 2 + 3 2 一之 解数有三种情 
形： 若/是 奇数，则无解； 若1= 0 ， 则解数为2五 ( m ); 若/为正 
偶数，则解数为 6 i ’( m ). 此处 ^( m ) 之定义 如上. 

证：（一）若/是奇数，则 V + 3 〆 = 2 无解 • 

0 x z + 3 t/ z = 2 m 无解， 否则 0 三 2 (mod 4 ) • 

u ) 如果对于任一奇数/>]， a : 2 + 3 = 2 〖 w 可解，那么 
文、灰一定同奇同偶 • 如果同奇， a : 2 + 3女 2 = 2， m 给出4三0 

(raod 8 > • 如果同偶，设 p f + 3 〆 = 2 Z 
扣变为 V + 3以= 2沁 s m ，此即方程 3 // 2 = 2 b 可 

解. 继续讨论下去就有欠 2 + 3获 2 = 2可…，方程;^2 + 
3沒 2 = 2 m 可解，与 i ) 矛盾 • ’ 


(― *) 若/ = 0，则欠 2 + 3女 2 = 2 & = 的解数为2 E ( m ). 

此时 d = -12, 易证 A (心(- 12) = 1 • 设 w：= Z t mi9 t>Q 9 \ 

9 ’ 


: -j 


0当 ^ 0时， m - m l , ( m , d ) - ( vi l9 -)2) 

y Z = 的解数由定理 10 知道为 Wm , )• 與体而 hi 


X 


X 


^(^ i ) 




2 


2 ( 

n m : ^ 




2 2 • (- 3 
n 

n 

二 3’[ 


2 广： 1 - 2 、 

nTfn.y n / 

2 2(:) 

niwi \ / 


打 —1 ▲ -3-1 


(—1 


2 


2 


2 ( \ ^ ^ 2 E ( n h ) = 2 E ( m) f 

汀 imi \ 6 / 


(当二 —12 时 ， w 


_ 


iO 妇纳假定 k 1,2, 


左时结论 成立. 下面将证明 r 
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+ 31 /^ 的解数为 2 五 （ •由 x ' 

3卜1%有3 设欠=3〜， V + ^ 0 + ^变成3 V + » 2 
= 3 fc 饥 1，因此， JC 2 + 3 I/* = 3 ^ mi ^ x z + Zy 1 - 3 fc+ lm i 的， 

数是相晒，触纳假定为 2E(3/Cmi ) •因此’ 下面 只须证 
明 + 即可 • 注意到 Kronecker 符号的 一 

个性质： 4 fe )> 1 ， (■ f ') = G ，就有 


£( 3 fc 泔1) 二 



= £(3 fc + 1 mt). 

(三）若〖为正偶数，则 W +3?/ 2 =2 〖饥的解数为6五(饥\ 

i ) ?+ 3 l / s - 2 l * 3^! , (6, 1 9 t > 0 的解数 

与 f 的解数相同•当 0 时，上述断语正确•对 

于 Ol , 只须证明/+ 32/ 2 = 2〖 ㈠ ^^的解数与一十3» 2 = 
2。的解数相同即可. 2 

由; ^十= 2匕 知3>，设 ^=3 ^i ,^'+ 3» 2 = 

2匕3%，变为 W 2 + ?/ 2 = 2 此即如果？+ 

= 2 3 f ^h 有一解，那么方程％ 2 + 3 K 2 = 2 L 3纟-也有' 

解与之对应；反过来，若？+ 3» 2 = 2〖.3 M Wl ，.就有3’ 
+ (3 t /) 2 = 2^.3^^ ，即 V +3 y 2 = 之匕…⑽有一解，那 

么 P + 3 V 2 ^ 2〖. 3、也有一解与之对应 • 故方程 P + 以 2 
= 2〗.3% 1 的解数与/+ 3^ 2 = 2 1 > 3卜 1 %的解数相同 • 

由 i ) 可知，要证明 V + 3 〆 = 2! m 当丨为正偶数时的解数为6 
E ( m ) 9 只^证明 f 为正偶数且3七饥时3#= 2 ^的解数为 

6 JS ( wi ) 即可. 下面对！行归纳法证明此点 • 

ii ) 设 U 2 r ，1， 3^ m * + 3» 2 = 2 l m # 当 r = 1 

时， Sy 2 = 2 &变为 x 3 + 3 〆 = 4 m ， 
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Ca ) 如果 x = ?/ = 0 (mod 2 ) ， ^ x ^ 2 x x 2 y { ? 就有 
3 2/! 2 = m , 且 2 七 （〜， h ) • 此时由于川奇且 3 七 m ， 就 
有 （ m ， d ) = ( m , -12)= 1 .由定理 10,方程〜 2 + 3 2/ i 2 = w & 
解数为 


硪 （ m ) 





2 ( 


n\ rn 


-12 

n 





= 2 E(m) 


( b ) 如果 x 三 2 /三 ] (mod 2 ) ， 因为 / 2 三^ mod 4 k ) 

即 Z 2 s -12 (mod 4 * 4 m ) 的解数为 / 2 三 -12 ( modl 6) 的解数 
与 P e -12( modm ) 的解数的乘积， Z 2 三 -12( modl 6) 的 
解为 Z 三 2 ， 6 ， 10， 14( modT 6 ) , 解数为4;而/ 2 三—12 


( modm ) 的解数为11 ( 

i \ m X 


p \ m 


)), 因此名 


2 


12 (mo 


dl 6 m ) 的解数为4 


[1(]+ •如果添加限制0 


<1< 


,那么解数就为2 1[ 


d 


m 



，从而方程 P + 3 f 


= 4 m 的既约原解 数为: 



(此处 f 为正且无平方因子）但:〜 〆 ^ -12 时，2，因此 



故 P + 3 4 m 的原解数为 


3)1 




由 U )、（ fc ) 可知 f + 3 l / 2 = 4饥的解数为2£：(饥>+ 4£( m )= 6 E 

( m ), 故卜 1 时结论成立•设 r = 2 , …， f 时结论成立，即 x + 

3 I / 2 = 2 2 r m f 2 < r < t 9 3 七 m 的解数都为 6 五(爪） • 当 ？ =* + 

1时，由 . r 2 + 3 〆 = 2 2 ( i + D wi 可知欠、2/同奇偶 •如 果同奇，就 

有 4 = 0 ( mods ) ,此不可能！如果同偶，设兄= 2 /= ^ 

x 2 + 2 2( t + i ) m 变为\ 2 + 3 2//= 2_，此即方程 P 

+ 3 i/ a = 2 2“ + i ) wi 的解数与: t 2 + 3 i/ z ~ 2 2 t m 的解数相同 • 再由 

归纳假定知道就是 6 & m ). . 

以上证明了 x 2 + 3 !/ 2 = 2 l w , ^为正偶数且3爪七时，其解 

数为 6 S < w ), 再由 i ) 即得所证. 

习踴 4 若 m 为奇数，则 P + Sy 2 = 4 m 有 £( m ) 个正奇数 

证： 由习题3证明过程中的(卜)可知，方程 3 47?1 的 

奇数解数为4 £⑽，它包括:正^正、 碰 ^负、颂 V 正、％负赵负 
四种情形，故 f + 3 V = 4 m 的正奇数解数为五(饥). 

习題5 若 m 为奇数，则 P + 4 |/ 2 = 2 fc m 之解数，当 fc = 0 
时为2五，当 Jt = l 时为0 ,当时为2 五，此处五为 m 之因子 
三1 (mod 4 ) 者之个数减去饥之因子三 3 ( mod 4 ) 者之个 
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数. 


证： 当女二 1 时 ， + 4 y l = 2 m f 

侃文为偶数时 V + 4 y 2 = 2 m 给出 o 三 2 (mod 4 ), 故此种情无形 

解. 


当卜 o 或左 >2时， 设容^ 2 y ， 


t/. 


4 t / 2 ^ 2 k m 变为 X 2 + 


y 


2 k ^. 熟知 X 2 +7 2 = 2 k m 的解数 为 4 $ ( ~-) 

n| 2 fc m n ’ 


故 


x 


2 


4 W = 2 hi 的解数为 2 2 


n i 2 


n 


着 


但当 《 三 1 (mcci4 ) ， ( n ， 4 )> 1 , 归 3 (mod 4) 时, 

(二 /) 分别为 1，0， - 1，此即2 (二 /)=_)• 

n | 2 ^m 


从而当 h 0或 O 2时， x 2 + 4 y ^ 2 _的解数为2 E ( m ) 9 

又：原题中定义五为 m 之素因子三1 ( moc j 4 ) 者之个数减去 

全之因子 bSOikkU ) 者之 个数. 其中“素因子 ，，应 改为“因子”多 
“ k ” 应为 “ m ” • 


习顯 S 用记《之因子中 =1 ，2， 4( mo 4 7) 者之个 
数减去=3，5，6 (mod 7 ) 者之个数所得之差，则 OC ；^；^ 
+邛+ 2 浐之解数为 2 f ( K ). 

证：此时 - 7，⑷= 2且 A ( -7)=1. 设 w = 7 s 〜 ，众 

0 ，’ 


i ) 当 k 0时， ( n ， d ) = ( n i9 一 7) = 
情形解数为 


由定理10,此种 
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其中 f 为正且无平方因子 




又因（ V 7 ) 


m 


当 （ fn ， 7〉= 1 时 
当 （ m ， 7)>1 时 


当 m 


2 . 4 (mod 7 ) 时 


有 


m 


当 （ m ， 7 ) > 1 时 


当 m 


5，6 (mod 7 ) 时 


从而 

m \ n x ^ 7 

时方程的解数为2 <?(«)• 2 

1 时. 下面对$行归纳法证明 0 <^ xi + xy+ 2 y 

7 (mod 4 ) 有解 Z 


此即 s 


il) 



的解数为 2 e ( n )* s = 1 时 ， w = 

三 1 ， 3 (mod 4 ) 9 解数为 2 


n 


7 (mod 7 Ki ) 的解数 


为 n ( 


7 


V \ m x 


))' s (_ f ) .因此， 


f\7n x 

(mod 4 • 7 Wi ) ， 


</<2 • 7«i 


的解数为 H ( y ^) 

/ I 7 n t ^ i 7 


7 \ 方程 f + 邛 + 2，= 7ni 的既约原解数 


w 


从而解数为 


2 ( t - 
2 2 


2( 


fi 2 l7ni 

g<o 


7n { 

F " 


(2 2 ( 


+ 


2 2(^)) 


[n x 

fl >0 


g=Mn w 1 n 、 

fl >0 
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= 2 2 (~ ； 7r) = 2e(n) - 

nit n ^ / 

故 1 时结论 成立. 设 2 ，…， f 时结论亦成立 ， ^ x 2 +xy + 
2^ 2 - ttl , 2 的解数为 2 e ( w ). 对于 i = i + l , 用与上 
面相同 的方法可证其解数为 


2 

9 2 \ 

9> 






+ 2 2 

9 C I n x f \n { 

9> 0 J i^2 

a 2 2( 7 hV>o 

9 1 |«! f |/£, \ 《 y / 

0 >O ? 



ft 由归纳假定 



立刻可以得到 f +抑+ 2 y 、 7“ 解数为 2 e ( rt >， 即结论对 
于1时也 成立. 由 i ) 、 ii ) 便知0 <« = a : 2 +邛+ 2浐的解 
数的确是2 4«). 

习题7 若 w 为奇数，则 2 a m ) = ( a + 1 ) . e ( ni ) •若3 

氺，，则当&为奇数时，<?(3^ 0 = 0 . 而当办为偶数时， €( 3 & 0 

= e ( t) m 
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怔 i i ) 用归纳法证明， 当 饥 为奇数时， 


e( 2 a m) ^ (a + 1 )c(m) m 

当0时，显然有 f ( 2 二 （ a + 1 )^( w ). 设^〖时结论成 

当5=丈+ 1时 


e( 2 « m) =ff(2 t+ 1 ni) = 2 ( 

?z I 2 t+1 m 



由归 纳假定 2 


( t + 1 ) e ( m ) 


n 


2 t 


n 


m 



=1 ，从而就有 


2( 2 品十2(:/-广(:/) 

川 m、△ / n\m x x 、 

二 2 (: n 7_ ) =<? ⑽， 
n 1 w \ ， 

故 e ( 2 a tn ) - ( t + 1 ) e ( m ) + e ( m ) = ( t + 2 ) c ( m ) % 此即结论对 
于<2=〖+ 1 时也 成立. 故当为奇数时，总有 

e{ 2 { ； m) = (a+ 1 )e(m) # 

ii ) 再证若 3 氺〜则当&为奇数时 ， d 0 - 0 . 
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2(-- 

Hit \ H 


2 


- 2t (^) = 

“ o t 

M 办是奇数，因此继续使用上法就会得到 


e (3^- 2 0 


e (3 b 0 =e(3t) 


I(~ n 

n , 3 t ^ 71 


7 




ln) 最后证明若 3 七，，则当 d 为偶数时, 

^ ( 3 ^ 0 = e ( t )• 


因为3 Q ) 


2 (¥) + 2( 

nj3° h N / ni t V 
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且 & 为偶数，因此继续使用上法就一定可以得到 d 3 b 0 = … 

习匾8 若 m 为正奇数，则 m =; c 2 + 7浐之解数为 ? 

2 m = x 1 + 7 之解数为 Oi 4fc = x 2 + 7j / 2 之解数为2 c ( k ) 9 k 


为整数_ 


证：此时-28，2，且易证 /»(-28)= 1 •设《 = 
7 s 0 $ 7 七 m “ 


(一）先证 m = x a + 7» 2 的解数为当 s =0 时 ， w = 
m Xf ( m ， d ) - ( m l9 -28)= 1，由定理10，此时解数为 


ip ( m ) = w 


2 ( 4 ) 




, 2 2 (:#- 8 ) 

nim \ ’ 

2(-^) (I) 2 -2(^) 


n I m 

- 7 


2 e ( m ) 


时， wi= 7 饥 i ， — — 28 


当 1 时， 用归 纳法予 以证明 • 5r= 1 
(mod 4 ) 有解? = 0，2 ( mod 4 ) ,其解数为2 ; 


2 


28 


Cmodltn ,) 的解数为「[‘ ( 

p\7m x ^ 




P 



•故 


p s — 28 (mod 4 • 7 , 0 <^< 2 • 7 «i 
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的解数为 n 

pv 


p 


7 » 


v 的既约原解数为 


其中 f 为正且无平方因子.故解数为 


2 (宁) 








- 2 e(m) 


此即1时结论成立 • 设^ 2 ， …， <时，结论都成立，即 

m= 7 s m { ^x 2 + 7 y 2 9 2 


的解数为当时，用与上面相同的方法可证其解 

数为 


^ 2 



g>o 






又因为 


2 . 

Q ^ \ 7 t " ] m x 

g>o 
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从而再由归纳假定 

可立 刻得到 
的 解数为2 e { m )^ 



(二）再证 2 m => r 2 + 7 /的 解数为0 • 如果 2 m = P + 7 

y * 有解 X 、 y ， 显然它们同 奇偶. 但此两种情形均得出2 = 0 ( mo - 

d 4) ,故此种情形方程无解 • 


(三） （为整数时，方程 4 A =; c 2 + 7浐的解数为2 e (幻 •设 

4i= 2 r k lf r> 2 , 2 七 it! 

当 r = 2 时， ik = 4 k ^ x 2 + 7 y z m 由于々为奇数，因此 x、y 必然 
同偁 • 因若同奇，就有4^0 (mod 8 ) ，此不 可能. 设;2 
〜、 y = 2 fh 、 4 灸 = x 2 + 7存 2 变为〜 2 + 7 h 2 • 由本题前段 

所证 ，+ 7 2/ 1 2 的解数为2<?(左），从而4女=欠 2 + 7穿 2 的解 
数为2<幻，此即 r =2 时结论成立 • 归纳假定 

2 = a : 2 + 7 y \ 3 

的解数为2 ^(^),当 1 时， 4 k = X 2 + 7# 2 写成2 ^ + 1 jtj = 

x l + 7 y l • — 28 (mod 4 ) 有解/三0 ， 2 (mod 4 ) , 其解 

数为 2, / 2 =-28( mod 2^ i k x ) 的解数为 「[ ( 1 + 
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l z ^- 2 S (mod 4 - 2 t+ i , 0 </< 2 • 的解 

数为 n „.(( 1 + v )) ， ik ^ x 1 + 7, 的既约原解数 

p \ 2 1 fci * 

为 


u^U (i 

P 2“ 1 ^ 


P 



其中 f 为止] L 无平方因子.故 r = f + 1 时，解数为 


22 

g ^2 t + l k , 
g>0 



由归纳假定和 (=/■) = J 有 


2 2 ( / 7 ) = 2 2 (^ 7 *) 

g^2 l k, f l 2 ^ ?c 1 g 2 !2 x fci f 2 ■ : fc 、 

g> o ‘If? 2 0>o J q % 




2 

ff 2 l : 

g>o 


t+i 


U) = 2 


2 


z LT1 k x 


9 


/> 


} 2' k x A k, 


+ 


22 


7 


A：i 

9>0 


e ( k ) 


9 Z 



e ( k ) 


^ : S ( w ) 

9>0 J 


名（二/ ) 


e ( k ) 


即 4 1(:= 2“ 
时也成立， 


x 


% 


7 办 2 的解数为2 e ( lc ) y 结论对于 r 


t 


数解. 


习腰9 若 7 «为正奇数，则 V + 7 jy * = 8 m 恰有 e ( m ) 个正整 


Xi 


证： 设左 = 2 m ， 贝 |J 4 it 
+ 7 浐的 解数为 


m 


• 由上腰（三）可知 4 i 


m 


2 c(k) - 2 e( 2 m ) = 2 


2 


nlXY) 

C ? ( ^) + n ^ G ^)) 

名 C :2 7 ) ( V )) 


2 ( e(m) + 


2 ( e(m) 


Z ( ^ 7 )) 


- 2 (e(m) + c{m)) - 4 €(m) % 

又由于 \ &的符 号包括 ^ 正 2 /正、 x 正2/负、 x 负 y 正、 负?/负四种情 
形，所以 ' 

% m- X 1 + 7 y % 

的正整数解数为 +( 4 e (讲 )） = c ( m ) 
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匀匾〗 0 0<饥：=? + 邱+ 3 !/ 1 之解数，等于饥诸因乎中兹 

1 ， 3 ， 4, 5 ，9 Onodll) 者之个数减去三 2 , 6,7, 

8, 10(modU) 者之个数所得之差的二倍 • 、 

证： 此种情形( /== -11, ⑷= 2 ,易证 &(- u ) " 1 -设 1 71=8 


11 s 0 9 11 + m i. 

i) 当 s= 0 时，方程为 

= xy + 3 y 2 


且 （m, (/)= (饥1， -11) = 1 . 由定理10，此方程解数为 



又因 



( w ) ，当（《， 11) = 1 时 

1 11 

L 0，当 （ n，11) > 1 时 


1，当1，3，4，5 , 9 ( modll 〉时 
故0，当（《， 11) >1 时 

(一 ；！， 当《三 2 ， 6 ， 7 ， 8 ， 10(rnodll 时）时 


所以时，方程的 解数为 爪的因子 s 1， 3 ， 4 ， 5 ， 9(01 一 
odll ) 的个数减去 B 2，6，7，8, lO ( rnodll ) 的个数所得 


差的2倍. 

ii ) 当时，下面用归纳法证明 . s= 1时，方程为 m= 11 
m i： =x* + 邛 + Z 2 E_ll(moci4 ) 有解匕 1，3 (mod 

4), 其解数为 2; Ps - lKmodllm !) 的解数为 


从而 

的解数为 


—11 


n 

P 11^! 

(mod 4 • 


11 



0 <Z< 2 • Xlm % 


n 

Him 


11 



m 


llm ^ x z + xy + 3 l/ 2 的既约原解数为 
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2 n ( 1 + (-^ 1 ) ^ = 2 v r 一 11 

V \ P J / } f^ lm \ 

其中 / 为正 ii 无平方因+，因此方程11% = x 1 + xy + 3 的解数 

为 I 



g” nm 

9>0 


2 

g z I m 

g>o 


2 


11 


7 


m 

9 


(2 2 ( 

I , |m- V 


11 


9> 0 


9 


2 



2 2 (了) 

g a im L f \ m x \ 1 / 

9>0 J g «" 


2( 


11 


2 


ti \ m x 


\ n 


2 (^). 

u [ m \ / 


此即作 1 时结论 成立. 设 2 时结论成立，则 k / + 
时，用相同方法可证 


«= 11 


^ x % + xy + 3 y 2 


的獬数为 

22 

2 

( 


g > o 

”亡 +i 

f li 

J 9 2 

m , 、 

又因 2 

2 ( 

一 11、 

f i 


g z \ H f+1 m 
g>o 

1 / 

9 2 

f / 

y z rn 

ff >0 


—11 




2 


11 


m 


u m 


g 


2 


+ 


1 ^( li^T 

9>0 1 gT 


2 2 


一 一11 \ 

.m t , „ vlT^Tr) 
g>0 1 


且 


再由归纳假定 



可得. m 1 ^ x 2 + xy + 3 If 2 的解数为 


2 



此即 s = f + 1时结论仍然 成立. 综上所述, 


0 < Cm = x l + xy + 3 y % 

的解数等于 m 的因子 si, 3, 4, 5, 9 (modll) 的 个数减 
去兹 2 ， 6 ， 7 ， 8, 10 (modll) 的个数的差的 2 倍. 


§ 5 二次型的 mod 分相似 

习 鼷1 任何二个适合了笠2 (mod 4) 的二次型必 mod 4 

相似# 

证：设彳《，&， c } ， {^1, ^1, Cj } 是合条件 

~= 2 (mod 4 ) 

的两个二次型 • rf 、 内分别是它们的判别式.因为 2 K 2|^，故 
2 2 又因为 



所以可 将证明分为下列几种情形, 


(一）当0 (mod 4 ) , 0 (mod 4 ) 时•不 妨设 b 篇 

匕= 0,从而只需证明 
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恤， 0 ， c} 〜 {q ， 0 f C x ) (mod 4 〉 


即可.由 


~ = » ac = 2 (mod 4 ) , ac= 2 (mod 4 ) 

4 

有 

/as 1 (mod 4 ) 

Acs 2 (mod 4 ) 

> fa= 2 (mod 4 ) 

成 < 

1 (mod 4 ) 

从 < I > 得 狀 2 + cy z ^x 2 + 2 y z (mod 4 〉 ， 即 

{a 9 0 ， d 〜 { 1 , 0 ， 2 } (mod 4 ) 

从 < I > 得似 2 + q/ 2 三 2 x 2 + 2 / 2 (mod4) •设 

x=rX + U, y^tX + uY^X 




则 ax 1 + cy 1 = X t + 2 Y 2 (mod 4 ) 

又因为 （ ra-sf ， 4> = (一 1 ， 4) = 1 ，故 

{a 9 0 ， c} 〜 {1 , 0 , 2 } (mod 4 > 

同理可证 0 , q} 〜 {1 ， 0 ， 2} (mod4 ) 
所以 {fl ， 0, C} — {^ 1 , 0 f c { ] (mod 4) # 


( 二）当 0 (mod 4 ) 、 h 三 2 (mod4 ) 时 . 由（一），只 
需证明 


c x ] 


{1,0,2} (mod 4 ) 


即可 • 因为 2 (mod4 ) ，因此 




(t) 


2 


= 2 (mod 4 ) 


给出 3 (mod 4 ), 从而有 

$ 3 (mod 4 ) 

q 3 1 (mod 4 ) 
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或 


< F > 


(a l = 1 (mod 4 ) 

^ c { = 3 (mod 4 ) 

不妨设 < i > 成立.命 

2 X + Y , y^X + Y 
则 

aiX 2 + b i xy + c l y l m Z x z + 2 xy+ y z 

- 3 (2 X + IO 2 + 2 ( 2 X + F) (X 4- 7) 2 + (X + 7) 1 
=X 2 + 2 r 2 (mod 4 ) I 
又因为 （rtt — 打， 4)=(1 ， 4)=1 ， 故 

{ 〜， b lf c,} ^ { 1 , o ， 2 } (mod4 ) . 

(三〉 当 2 (mod 4 ) ， \ E 0( mod 4> 时，可化为 
(二） 证明. 

(四）当 2 (mod 4 ) , 2 (mod 4 ) 时•由（二）可 

得 

{〜 6， c } 〜 { 1，0，2 } (mod 4 ) 
i a if ^ i 9 〜 {1， 0， 2 } (mod 4) 

从而有 

{ a 9 b f c ) ^ { a l9 b l9 c ,} (mod 4 > • 

由 （一） 〜（四）可知，当 寻 三 $ = 2 (mod 4 ) 时, 

{ fl ， c } 〜 { a l9 b l9 c t } (mod 4 ) • 

习腰 2 任何二个适合 j 三 1 (mod 4 ) 的二次型必 mod 4 

相似，但此两个二次型 { fl ， \ ， { a l9 b lf 必须满足条 

件、 

(^9 K c ) = ( a l9 b l9 c ,) = 1 . 

证 * 同习题 1 一样， 可将证 明分为如下四种情形 • 
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(一） 当 0 (mod 4 ) , ^i=0 (mod 4 ) 时 . 不妨设办 = 
因此只需证明 


即可，由 


{a y 0 ， c} 〜 {a i9 0, c x ) (mod 4 ) 


d 



s - ac= t (mod 4 ) 


acs 3 (mod 4 ) 


有 


或 


1 (mod 4 ) 
3 (mod 4 ) 
3 (mod 4 ) 
^c= 1 (mod 4 ) 


由 < I > 有狀 2 +cy 2 =x z + 3 y 2 (mod 4 〉，即 

{a, 0 ， c} 〜 { 1 ， 0 ， 3 } (mod 4 ) • 

由 < I > 有 ax 2 + cy 2 = ^ x 2 + y z (mod 4 > • 

设 x^rX + sY ^ Y ^ y-iX + uY- X 9 
则 ax 2 + cy z sX 2 + 3 r 2 (mod 4 ) # 

又因为 (rtt - st f 4)=1 , 故有 

{a, 0 ， c} 〜 { 1 ， 0 ， 3 } (mod 4 ) 

同理可证 { a l9 0 ，〜 {1，0, 3} (mod 4) 
故 {a, 0 9 c) ^ {a i9 0, c x } (mod 4 ) 




( 二 ） 0 (mod 4 ) ? 2 (mod 4 ) 时 • 由 （一〉 可 

知，只需证明 


{a { , 务 1 ， q} 〜 U, 0 ， 3} (mod 4) 


即可 . 


由 



— a l c l = 1 (mod 4 ) 
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且 （ tf i ， 石 1 , Ci ) =: 

或 

或 

或 


1 有 

\(a x = 0 (mod 4 ) 
1 (mod 4 ) 
ja l = 0 (mod 4 ) 
— 3 (mod 4 ) 
T <a l — 1 (mod 4 ) 
= 0 (mod 4 ) 
<a x = 3 (mod 4 ) 
= 0 (mod 4 ) 



对于 < I >，命 x 二 2 X + Y , y^X + Y 

贝 0 a x x 2 +b l xy+c l y ? = 2 xy + y 2 

忘 2 (2X^Y) (X + Y) + (X + Y) 1 
sX 2 + 3 7 2 (mod 4 ) 

此即 {^ 1 , h，cj 〜 {] ， 0 ， 3} (mod 4 ) 

对于 < I >, 命 x=X+ 2l r , t/=X+r 
则 

a^ 1 + b l xy + c 1 ij z = 2 xy + 3 y 1 

三 2 (X+ 2 7) (X + Y) + 3 (X4-7) 2 
=X 2 + 3 y 2 (mod 4 ) 

此即 {«i, 〜 {1 ， 0 ， 3} (mod 4 ) 

对于 < i >，可化为 < i > 征明. 

对于 < F > ，可化为 < I > 证明. 因此，当办三 0 ( mod 4 ) ， 
2 (mod 4 ) 时，总有 

{fl ， 6 ， r} 〜 {a l9 b l9 c^} (mod 4 ) • 


( 三）当 2 (mod 4 ) , \ e 0 (mod 4 ) 时，可化为 
( 二）证明 . 
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( 四）当 & 三 2 (mod 4) 9 b x = 2 (mod 4 ) 时，由（二 

沁， & ， c} 〜 { 1 ， 0，3 } (mod 4 ) 

\a lf b i9 c x } ~ { 1 , 0, 3 } (mod 4 ) 

故有 {a, b f c} — {a l9 b if (mod 4 ) # 

由（一） ~ (四）可知， 当冬至 $ 三 1 (mod 4) ，且 （《, 

4 4 

c) = (fl j f b^ 9 时， 

{<i, & ， e} 〜 {a l9 b l9 c x ) (mod 4) # 

说明： 如果不添加 

(fl ， 厶， C 〉 二 ^ 1 

这个限制，就不一定有 

{a 9 b y c} — {a i9 b lf c t ) (mod 4 ) • 

例如，取 a 、 I 、 g 合条件 

a x = 0 9 fci= 2 , 2 (mod 4 ) 

它们显然满足 ($■) 1 (mod4 ) ， 

但是 {«i, & 1 ， M 〜 { 1 ， 0 ， 3 } (mod 4 ) 

不能成立，否则，一定可以找到整数 h h 使得 
ax% 7, ^biXy + Ciy 2 ^ 2xy+ 2 y 2 
m 2 (rX + sY) (tX + uF) + 2 (tX + uY) 2 
m (2 rt+ 2 f 2 )X 2 + ( 2 ru+ 2 st+ 4 tu)XY 
+ (2su+ 2 u 2 )Y z 
sX 2 + 3 (mod 4 ) 

即有 

f2 rt+ 2 t 2 s ] (mod 4 ) 

) 2 ru+ 2 st + A tu= 0 (mod 4 ) 

\2 su+ 2 u z = d (mod 4 ) 



但是 （ O 、 （ 3 ) 显然不成立.囪此原题不添加条件 

c) = (tf I j ) = 1 

可能有误. 

习應 3 任何适合冬芒1 (mod 4 ) 的型必与 

4 


x 


2 


3 y 2 f X 1 + 7 y 2 


之一 mod 8相似，且仅与其中之一 mod 8相似.并由此推出任何 


二个 


有相同判别式 A 而1 (mod 4 ) 的二次型，必为 


mod 8相似，但所讨论的二次型必须合条件：系数的最大公因数 
为1 • 

证：不失一般，只考虑形如{«，0, c } 的二次型即可.由 

车安 一 acs 1 (mod 4 ) , arcs 3 (mod 4 ) 

4 


有 r<z= 1 (mod 4 ) 

丄 c 三 3 (mod 4 ) 

或 ja^ 3 (mod 4 ) 

^c= 1 (mod 4 ) 

不失 一 * 般， 假设 < i 〉成立，则 

1 (mod 4 ) 

给出 a= 1 , 5 (mod 8 ) i 

c= 3 (mod 4) 

给出 c = 3 , 7 (mod 8 ) • 

i) 当 g 三 1 (mod 8 ) $ 3 (mod 8 ) 时 , 

ax 1 -r cy z =x z + 3 i/ 2 (mod 8 ) 

此即 {tf, 0, c} 〜 {1, 0, 3} (mod 8) 

ii) 当 ar 三 1 (mod 8 ) ， c 壬 1 (mod 8 ) 时 , 
ax z +cy 2 ^x 2 + 7 y z (mod 8 ) , 
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此即 {a 9 0 ， c} 〜 { 1 ， 0，7 } (mod 8 ) # 
iii) 当 flE 5 (mod 8 ) ， c= 3 (mod 8 ) 时， 

设 x = tX + $Y = X + 2 Y 9 y = tX + uY ^ 2 X + Y^ 

则 似 2 十 cy 1 已 5 x 1 + ：s y z = £J(X+2y) 2 +3(2X + 

7) 2 三 X 2 + 7 r 2 (mod 8 ), 

又因为 (ru-st ， 8 ) = 1 ， 故 

{a f 0 ， c} 〜 { 1 ， 0 , 7 } (mod 8 > • 

F) 当 fl 三 5 (mod 8 ) , c= 7 (mod 8 ) 时 . 

仍然设 x^X+ 2Y 9 j/= 2 X + 7, 

则 ax z +cy 2 ^ 5 x 1 + 7 2 / 2 = 5 (X + 2 Y) % 

+ 7 (2X+7) 2 =X 2 + 3 F 2 (mod 8 ) 

此即 { a , 0, c } 〜 U ， 0， 3} (mod 8 〉 

由 i) 〜 F 〉 可知，二次型 K 0 , c} 如果合条件 1 (mod4>, 

4 

那么它就一定与 

+ 3 y 2 , x z + 7 y % 

之一 mod 8 相似；而要证它仅与其中之一 mod 8 相似，只需证明 
V+ 3 浐与 V + 7 2 / 2 不 mod 8 相似就可 以了 . 

下面使用反证法. 如果 

{1, 0, 3} 〜 {1 ， 0 ， 7} (mod 8 ) 

则一定有 一整系数变换 

x=rX + sY, y=tX + uY 

合条件 （rw - M ， 8)=1 
使得 x z + 3 y z ~X z + 7 Y 2 (mod 8 ) 

成立.即 

x 2 + 3 l/ 2 = (rX + sY ) 2 + 3 (tX + tiY) 2 
= (r 2 + 3 t 2 )X 2 + ( 2 ri +- 6 tu)XY + (5 2 + 3 u 1 )Y i 
=X l + 7 Y z (mod 8 ), 
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! 从而有 

J 

’ r 2 + Zt z = l (mod 8 ) ( 1 ) 

3 iu = 0 (mod 4 ) ( 2 ) 

\ s 2 + Z u 2 = 7 (mod 8 5 ( 3 ) 

由 （1) 知 r、f 一奇一偶.当 r 奇 i 偶时，有 4 U •由 （2) , 4 
由 （ 3 ) ，3 w 2 = 7 (mod 8 ) ,此不可 能. 而当 r 偶 f 奇时，设 
，= 2 m, ( 1 ) 给出 

4 m 2 + 3 = 1 (mod 8 ) 9 2 m 2 + 1^0 (mod 4 ) f lit 1±L 

不 可能. 所以，^ 2 + 3 y 2 与 X z + 7 y 2 不能 mod 8 相似 • 

下面轉证明任何两个具有相同判別式 d ，而 f e 1 (mod 4 ) 

4 

的二次型必为 mod 8 相似•设{0 ，0, 0、 { a l9 0 ， Q } 为 
具有相同判别式^且"^三 1 (mod 4 ) 的两个二 次型. 不失一 

般，只需证明，如果 

ax 2 + ci / 2 = X 2 -f 3 Y z (mod 8 ) 

就有 a^ 2 + c l y z =X z •{- 3 F 2 (mod 8) 

即可.由上面讨论知道， 

+ 3 F 2 (mod 8 ) 

给出 a = 1 , c = 3 (mod 8 ) 

或者 5 , c= 7 (mod 8 ) 

不妨设 aE 1 ， 3 (mod 8 ). 如果 

a \ %1 + c x y z = X % + 7 Y 1 (mod 8 ) 

则一定有 A 三 1 ， Ci= 7 (mod 8 ) 

或者 a x ~ S , Cj ~ 3 (mod 8 ) • 

i ) 当《 1 兰 1 ， = 7 (mod 8 ) 时 

a t x z + c { y z ~X 2 + 7 Y 2 (mod 8 ), 
a x c t x z + c , z y 2 ~c l X 1 + 7 c x Y 2 (mod 8 ) 
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又因为 一 = AC = a ! c !,故有 


ac x l + y 1 ^. 7X 2 + F 2 ( mod8 ) 

= 7 cX 2 + cY 2 (mod 8 ) 


此即 


ac z x z + cy l 

ax 1 + cy 2 
{ a , 0 , c ) 


5X 2 4 - 3 7 2 (mod 8 ) 

{ 5 ， 0 ， 3} (mod 8 ) 


又由习 题前半 部分证明知道 


5，0，3 } 


故 


{»， 


此与 


c } 


{ 1 ，0，7 } (mod 8 ) 
0 ， 7} (mod 8 ) 

{ 1 ， 0 ，3 } (mod 8 ) 矛盾 • 


{ 


ii ) 当〜三5, (mod 8 ) 时： 

aiX 2 +Ci y^x 2 + 7 i" 2 (mod 8) 

a.c^ + c^y^c.X 2 + 7 cj 2 (mods) 

acx 2 ^ y z = 3X 2 + 5 7 2 (mod 8 ) 
cy 2 = ^cX 2 + 5c7 2 (mod8) 


ac x 


ax 2 +cy 2 ^X 2 + 7 r 2 (mod 8 ) 


此即 


{ a 9 0 , c } 


{ 1 , 0 , 7 } (mod 8 ) 


也与 { a , 0 ， c } 




{ 1 ， 0 ， 3 } (mod 8 ) 相矛盾 • 


由 i ) 、 ii ) 便知，如果 0 ， 0 , c } 




{1, 0， 3} 


m 


od8 ), 则一定有 

{ a lf 0 , c { } 

此即 

说明： 


{«, 0 , c } 






{ 1 , 0， 3 } (mod 8 ). 
{ a i9 0 , c x ] (mod 8 ) • 


原题没有二次型的系数互素这个条件，可能有误 ， 理 


由与习题 2 的说明相同 • 


习題 4 


firg 为任一正整数 • 任二个二次型对切 0 如相似之 


必要且充分条件为其特征系 全同. 

_* _^ v -%.* 丨 邊 


此题是错误的 


现说明如下：设两个二次型 0，I 


} . 


{ fll , b lf c t } 的判别式分别为 ^ 和 A , 心^非平方数，并且它们 
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的特征系完全相同 • 我们可任取一素数 P ， 使得 

( I ) - (7) 

如果本题结论正确，那么对任意正整数6都有 

{a 9 b, c) ^ {a i9 b lf c t ) ( mode ) 

当然，时也应该有 

{a 9 b 9 c) — {«!, b i9 c,} {modp) 

因此必 存在一 个整系数变换 

x = rX + sY 9 y= tX + uY $ 

(ru — st 9 P) - I 

ax 1 + bxy + cy z = a { X 2 + b x XY + c x Y z (mod^O 


使 

从而 d ! 安 （ r " 一 sf ) W (modjO 


故 




d 


此与 (7) 七) 


相矛盾. 


请看下面三个例子 • 

例1 二次型 P + 卻的判别式为 d 


) 


二次型 P - 3 仰的判别 式为心 


,特征系为 
，特征系为 


• 该两个二次型的特征系全同，取 U . 由本題的 


结论，定有整系数变换< 1 )，使得 

x 2 +xy+ y 2 sX 2 - 3 XY (modll) 

队而有 ^i= ( 作 - ⑴ M(modll) • 


敁 


11 


d 

n 
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即 



此不可能. 

例2 二次型 P + 3仰+!/ 2 的判别式为 5 ,特 征系为 

( y ) = 11二次型5抑的判别式为< = 5 2 ,特征系为 

(+)== 1. 该两个二次型的特征系全同，取 3. 如 果本题 
结论成立，同例1 一 样可得 

1 = (~^~ ) = ( 音 ） = - 1 

此也不可能， 

例3 二次型 P + 8?/ 2 的判别式为 - 2 8 ，特征系为(5(1) 
= e ( l ) = d ( l ) e ( l )= 1,二次型 x 2 + 16?/ 2 的判别式为心= - 2 6 , 
特征系为 <5( l ) = e ( l ) = d ( l ) e ( l )= 1 • 该两个二次型的特征系全 
同，取 3. 如果本题结论成立，同例1可得 

- i =(i)=ei-> = (: f)=(i>- 

此仍然不可能. 

在这 三个反 例中，两个 二次型的判别 式的符号分别属于异 
号、同正、同负三种情形. 

§6二次型的特征系族 

习題 如 例题， 研究 d =-20，- 24, - 32，-35，-51， 
-75 时之情况. 

解： （一）当4= -20 时，有两个正定已化原型{1，0, 

5 } , {2,2，3}.取&=1，7(1 =1.1 2 + 0.1-0 + 5.0 2 ; 
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7 =2. x 1 + 2-1-1 + 3-1 2 ). 由于心 -2 4 X 5, 所以此二型的特征 
系由 R 6 给出： 

型 （+ ) b ( k ) 

{ 1， 0 , 5 } 1 1 

{2，2，3 }j - 1 -1 


此表完全说明每族包有一类，由此得出 k 壬 I , 7 ( modlO ) 时, 
分(幻各表第一、第二型的 解数. 更具体些说，当 fc=l(modlO) 
时， x l + 5f 4的解数为 



当女 s 7 ( modlO ) 时，方程 ？ + 5 g/ 2 = fc 无解 • 

( 二） 当3=-24时，有两个正定已化原型 { 1 , 0 , 6 }, 
{ 2 , 0 ， 3 } • 取无=1 ， 5 ( 1 =1*1 2 + 6*0 2 j 5 = 2.1 2 + 

3 - 1 1 ) # 由于 t / = -2» x 3， 故此二型的特征系由下表 给出： 


型 



b ( k ) 




{ 2，0 , 3 } 



此表完全说明每族包有一类.由此#出，当^ 1 ， 5 ( mod6 ) 时， 
他 各表第一、第二型的解数.更具体些说，当 1 ( mode ) 

时， 

W 卜2 2(: 月 

n \ k 

表 = f 6〆 的解数，迅5 ( mod6 ) 时，方程 = + 无 
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(三）当 - 32时，有两个正定已化原型{1，0, 8} , 
{3， 2， 3} •取女=1 ， 3 (1 — 1*1 2 + 8*0 2 ； 3 — 3*1 2 + 2»1*0 
+ 3-0 2 > . 由于故此二型的特征系由下表给出： 

i 

型 b(k) c(k) b (k) e (k) 

_ : _ I __ 

I "* """ ■■ ■■ ■ ■ ■ 1 ■ ■ 1 1 ■ ■ >■ --■~ •- ■ 1 —I— ■ 

{ 1，0，8 } 1 1 1 

{3，2， 3} - 1 -1 1 

此表完全说明每族包有 一类. 由此得出， k = 1 , 3 ( niod 8) 时， 

必(幻各表第一、第二型的 解数. 当 ( mod ) 时，方程 Jt = x 2 + 
扑 2 的解数为 


Uk ) 




当灸妄 3( mod 8) 时 ， k = x 2 + 8^无解. 

(四）当^= -35 时，有两个正定已化原型 {1 ， 1,9}, 
{3，1， 3} •取 （ = 11，17 (11 = 1^ + 1*1+ 9* l 2 j 17 = 3 • 1 2 

+ 1-2+3-2 2 ). 由于 d = -5 x 7, 故此二型的特征系由下表给 

At 



【去 H {) = 1 给出 

-I 

灸三 1, 4, 9, 11, 16 ， 29(mod35) | 
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备 H 


k i 给出 


) 


女三 3 , l2, 13 ， 17, 27 ， 33(m°^35) • 


即如果 


fcs 


2，6 , 8 , 18, 19, 22, 23, 26, 31, 32,34( mocl 35) 时 


方程 


与 


x 1 +xy+ 9t / 2 
3 a: 2 + xy+Sy 


2 


都无解.而当 4, 9, 11, 16, 29( mod 35) 时， 

方程 + xy + 9 y z - ^的解数为 

⑽ )= 2 2( 

n I }c 

而当 fc 三 3, 12, 13, 17, 27, 33 ( mod 35) 时，方程 3? + 料 + 

3 y 2 的解数也是 




2( |巧 • 

n I Jc 


(五）当3=-51时，有两个正定已化原型 U , 1，， 

3, 5} •取左=1，11< 1 = l 2 + 1 . 0 + l3 , 02 ; 11 = 3 * l2 + 

:_ 3 xl 7, 故此二型的特征系由下表给 


3*1*1 + 5*1 2 ) . 由于 d 


出 


型 


{ 1, 1 ? 13 } 


fc 

3 


fc 


17 


) 


{ 3, 3, 5 


(备 K ® 


1给出 


k 兹 


, 4, 13 , Ifi, 19, 25, 43, 49 (modSl) i 
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I : 三 5 ，11，14， 20, 23， 29,44( mod 51). 即如果左三= 2 , 


7, 8, 10，22，26，28，31，32，35，37，38，40，41，46， 
47, 50( mod 51) 时 J 不能被此二型中任何一个表出.而当纟三1， 
4 , 13， 16， 19，25， 43， 49( mod 51) 时， x z + xy +13 y z tfy 

解数为 



2 ( 


51 


n j k 


n 




当 三 5 , 11，14，20， 23, 29， 44( mod 5 l ) 时， 
+ 5 〆 的解数也是 



^ = 3x 2 + 3x 努 


(六） 当^=-75 时， 有两个正定已化嗫型 {1，1， 19} ， 

{3, 3, 7 } •取 1，13 ( 1 =1 2 + 1.0 + 19.0 2 ;13 = 3.1 2 

+ 3.1.1 + 7.1 2 ) . 由于 d =_3 x 5 2 , 故此二型的特征系山下 表 
给出1 




1给出 


k = 1 , 4 (modi 5) j 

(去 H ， (音) “给出 

k 壬 7 ， i3(modl5). 


m 


即如果 ^:三 2 ， 8， n ， U ( modH ) 时 ， K 不能用此二型中任何 
一个表出.辦三 1 ，4 ( modi5 ) 方程 iUP+；^ + i 9 〆 的 
解数为 


^ P ( k ) 




75\ 


/ ? 


当^7，13 ( modl 5) 时，方程“3? + 3;^/+72/ 2 的解数也是 


ip(k) 


2 2( v 5 ). 


§11基本判別式 


习腰试证若^为基本判别式，则为一模的实原特 


证： 若^为基本判别式，由定义可知 d 为下列三种情形之一: 
1) 心 f 含奇衰数平方因子且^为奇数. 

2> ?不含奇素数平方因子，并且 

"=16t+ 12 = 2 2 (4f + 3 ) • 

3 > ^不貪奇素数平方因子，并且 


d 



16f+ 8 =2 3 ⑵ + 1 ) 




由 12. 3定理1: 


对于 1), 



对于 2), 




« 十3 - 1 

- 靈， -- 

2 







2 


] 



n 
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对于 3 >， 


(；xiy ( - 


n 

__ • 

2 


( — 1 
Vl 2t + 


( 4 )(- 


t ( n - 1) 

~~2~~ 


( mTs ) ^ 


因为当 （ n ， 心二 1 时，可推出 2 I »- 1 , 故 


(4) 


(― 1 ) 


n 2 - 1 
" 了 


d 1 / 8 


当 2h 时， 


(- 


n z - i + n- 1 

― 8~ T 2 


y 


^1/8 


当 2 时 . 


再由 7. 3 可知为模 W I 的实原特征 • 


习睡 


§12类数公式 

试用上二定理中所用之方法，以直接证明 


4 D 

^ d 


((4)-)2(^ 


证 * i) 当、 ; < 时，完全照 12*12*4 的证明方法可以得到 


. 1 . 


: Yld 

2, 


r 






又因为 12*12. 2 给出 K ( d ) 
把 （ 2 ) 代入 （ 1 ) 就有 


a 


% 2( d r ) 


r 


a 


C yf d !； 

2( 子 

r 二 i 、 


)=((!)- 0:% 


r 




ii ) 当 i >0 时。如 12.12.2 的证明可得 


/ dK(d 


d 

2 


2 


n 


n 



/ d 


00 d- 1 innri 

a 


V 1 XV 

n 

u ^ i r 二 i 




e 


d 


4 


比较上式虚部得 


+ 1 分 

n 之 \ 


dS 


r 


sin 


n 


4nzr 

— _ 

d 


E 


t 

T 


2 

2 


6 - 1 oo 


sin 


itinr 

了 


， d 



7i \ 27tr 

i —- r - ■ _ 

d 


2 


d< r^d- l 


( 辦 U 


八 2 d 


d-i 

汪意到从而上 式给出 



由 12.3.3 得 





又因为 ^ 为偶数时， 

2 2 (4H 

d 


= 0 ，故有 



d — 



d 


r 


再由 （3) 得 2( d 


ir 


r 


从 （4) 、 (5) 立得 



说明原题将所要证明的等式误为 



习題2 设3 ( mod 4) 


则于0，之间 


之个数多于非二次剩余之个数> 若1 (mod4) ， 

等， 


( 5 » 


二次剩余 
则其数相 


3^4 



之间二次剩余的个 




要沾明3 ( mod 4> 时，0 


敛漆于非二次剩余 M 个数，只需证明 


2 


(P- 1) 


2 






D 


> 1 


即时•设 d = — P ， 由于公 三3 (mod 4 ) ^ d = 1 (mod 4 ) 



为 d 为一负的基本判别式，由 12.12. 4得 


d 


*> 


d 


2 ( 


d 

■ 1 1 

r 


) h{d) 


w 


( 1 ) 


Jdl 


由] 2. 3.1 得 O 
其中 ( I ) 为 Krotiecker 符号， (£) 为 Legendre 符号 • 又因为 


Kronecker 符号 


d 




H 


— p 
2 


且 2 (由 11. 4 • 3 


d 


1， 当—夕三 l ( mod 8) 时 
— 1，当一夕三 5( mod 8) 时 

, 类数 Hd )= h (- p )> 1 . 




2 


〕 = y^-1). 


此即当 3 ( mod 4 ) 时，之间二次剩余的个数多于 非二次 
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剩余的个数 • 

欲证1 ( mod 4) 时，之间二次剩余个数与二次非剩余 


2 


(P - 1 ) 


个数相等，只需证明 2 ( D = 0即可.因为 


2 


(P - 1 ) 

2 (i) 


2 


(P-1) 

2 ( 


r 


2 


<P- i) 


P 


2 ij] 

r 二 -1 


2 


(m 


p 


2 


+ r 


2 




r = — 1 


2 


( P +1) 



此即 f 三 1 ( mod 4 ) 时 ，0 、之间二次剩余个数与二次非剩 
余个数相等 • 
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第十三章模变换 


定义 


一 、提 要 

对应 于一线 性变换 i 4: 

cz +a 


有一方阵 

o 

此方阵的行列式的值 arf -6 c (% 0 ) ,称为此变换的行列式 • 

定义 若一组线性变换其中包有单位变换 < y = z ) ,且其 

中二变换的积仍在其中，任一变换的逆变换也在其中，则此组变 
换组成一群. • 

定义 若 a 由乂变为其自己，则称此 点为』 的定点 • 

定义 若有一变换连续使用若干次而成为单位变换，则称 

它为有限次变换，使其成为单位变换的最小次数，称为该变换的 
周期. 

定义 


称为四点 a 

定理1 


(Z lZz Z z Z,) 丄 

6、心、 心的 交比. 

线性变换使交比不变 • 


H 7 



走理 2 线性变换使二园的交角不变 • 

走义 若 a 、 b 、 c 、 d 是整数，且 

ad — be ^ If 


则变换 


t f == 


az + b 

cz + i 


称为模 变换. 

定义 


上半平面上的二点 z 、 〆 ，如能有一模变换将 z 变为 〆 


则称此二点相似，用 2 〜’表示. 

显然有 


(i) z 〜 z\ 

iti ) 若 ;? 〜 〆 ，则 〆 〜又； 

(in) 若 z 〜 〆 ， 〆 〜 〆’ ，则之 〜 《〃• 

走义上半平面的区域 


D, 


^ % 1 + t / 2 > 1 ,当％〉0时， 
^ x 2 + y 2 ^ 1 ,当％> 0时; 


\ 


称为某•域，在 D 上的点称为既约点 • 

定理3 无二既约点可以彼此相似 • 

定通4 在长方形 ~ + < y >0) 中，相似 

于一定点的点数有限 • 也就是将长方形中的点分为相似点组，则 
每组中的点数有限 • 

定理 § 上半平面的任一点，相似于唯一的既约点 • 
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二、题 解 


§ 6 基 域 

习麵1 凡 < S 2 + & C + 1 = Oy 皆相似于: •• 

* 

证：由相似定义知道是上半 平面内 的点，因此 C >0 .再 

由已 知条件 a 2 + 6c+ 1 = 0 知道& 1 . 设&= -b r 9 b f >l y 
a l + bc+ 1 = 0 变为 a 2 -Mc+ 1=0. 

(一） 当 b ， = 1时，从 

a+ i _ i 

1 — — -" - 1 — — -- I- -- ^ 

a 1 + J 1 + at 

此时1 , b 二 - 1 ， a 1 + be + 1 = 0知道 

a + i 


(二） 当 f > i 时，由 V - 1 = 0知道，对任意有理 


素数$ k , 

(modp) 


定有 P = l(mod4) 

p~ i 


1 


P 


(-1 ) 


2 


否则三 3 (mod4) , a 

- 1 相矛盾. 


2 


当2 | 时， — 6’ c + 1 e 0 ( mod 4) ， b ^ c ~ 1 ( mod 4), 得 

c 主 ± 1 ( mod 4). 再由前证， r 三 1 (mod4) a -^<7=3(010(1 4 ), 
则必有 有现素数 g I c ， q = 3 (mod 4), 此不可能. 
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当 2 时， 1 一 b’ c+ 1 = 0 (mod4) , b f 2 (mod4)，c 三 
1 ， 2 (mod4). 

从前所述，我们可设 c 的分解式为 

c = 2^ p •”企 

其中巧三 1 (raod4) 9 1 </ 幻， t= 0 或者 1 • 因此，对于 c 的 

每个奇素数因子巧 ( 1 </<0 » 可找到有理整数 A 、 A ，使得 

p^x^ + Yj^ (X；, r > = 1 

再据恒等式 

2 (x 2 + r 2 > = a+r)* + (X-r) 2 

(x 2 + >(^ 2 + r 2 > = ax f + rr > 1 + (xy' -rr > 2 

知道存在有理整数 w 、 使得 

C=J/! 2 + t/2*. 

( 由第 12 章提要中定理 11: x 2 + y 1 ^ it 的解数为四倍于 & 的因数 = 1 
(mod4) 的个数，减去 咖因数 s 3 (mod4> 的个数 • c 的素因子 

-1 (mod4) 也可证明此点 ） • 所以，在复整数环 

Z(i) = {a + bi |«, 6 是有理整数 } 

中有 

(a + i) (a — i) = b f c = I/ (" i 2 + ?/ 2 2 ) 

-b f (ijii + th) (~Vi t + 2 / 2 ) ( 1 〉 

设 （tf + *•, - 0 = A 则 d I 2 乙 1 或 2 • 如果 2 , 则有 d 

+ f £ Z ( i ) , 使得 2 (±ei + f ), 从而 1 = 2<?, 此不可能* 

因此 ， （ fl + * ， a-i)= 1 ( 舍去结合数 ） • 

设 At + J/2 的素分解式为 

s 

y x t + Vi-Y\ +W 


则 -yd + 的素分解式为 
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^ yVz ^ (一 + 6 ) 

r = 1 

其中每个素因子允许重复 . 于是， （ 1 ) 可写成 

S 5 

(^+ oca - 1)=^ y \ (《*‘+、)• rr (-卜） （ 2 ) 

r = 1 r - 1 

由于 《+ 〖和互素，它们的素因子共轭成对_既个数相同， ?/!* + 
汉 2 和-沒"+ ?/ 2 的素因子也是共扼成对且个数相同，因此我们可以 
适当地交换 （2) 式右端各素因子的顺序，把 （2) 写成 

$ 2S 

(a + i )( a - i ) = ^ ( a/i + b r f ) JJ (a i V b r ) ( 3 ) 

r = 1 r = j 十 1 

X 

旦合条件 FT + a + i 

r = l 

25 

Y [ (a i^b ) a-i 

f *4+1 

而 a’*_ + & ’（ 1 i + b (s + 1 <r<2s ) 都取自 + 

(1 <r<s) 之中 . 

如果命 /; + fe/ ) = ( 4 ) 

r = 1 

结合 (yj + ih ) (- y ' i + y t ) 可得 

2 $ 

(a i + b f ) : - y \’ “ y (5) 

r = j 十 1 

把 （ 4 ) 、 (5) 代入 （ 3 ) 得 

( a + i)(d - i ) = b ’（ yi + z 、( - J / i 、 + 〆 1 〉 

从双 1 ~ + y ； /|0+* 可找 到整数， 

使得 


fl+* w (X\ ; i + Xz f )(y\ / * + y% f ^ 
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比较虚部系数得 

W + 欠2’汉1' = 1 ( 7 ) 

(6) 两端同时除以 + 得 

a+i __? +_ jc ^ 

~c~~ 

结合 （ 7) 式，立得 

a+i : 

c m 

说明： 由于 z (0 中任意二元素的和，差，积仍在中，因 
此 Z (?) 成一环，一般称为 Gauss 整环.设 or ， /3是 Z (0 中的两个元 

素，若有 V ( EZ ( f ) ，使《 =卸，则称 )8 可整除《,并且记成則《，否 
则称3不能整除《，记成 i 3 氺1若 a 只被自己和单位± 1, ± f 整除， 
则称《为2(1)中的素数或不可 分数. 如果 Z (/> 中的两个元素只差 
一个单位因子，则称它们为结合数 • 

习钃2 凡 

z - a -~ ^, a( 1 -«) - be - 1 

c 


皆相似于 p . 

证：由相似定义立得 c >0. 1时结论显然成立，故可设 

c 1 # o(l — a) ~ be ^ 1 就足 t 一 a + 1 二 … be• 兩 a 2 — fl + 1 > 

0, c>l 可知 4>0. 设，得 

a 1 -a\ 1 =-h ; c 9 b’ 〉 Q • 


(-) 



a + p _ p 

― ••- • -i _■■■•■< ■ 

c ap+ I 

此时 c = —«+ 1* b 二 -1 ， o 土户〜 p . 

c 
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) 


得 


] 时，从 

a 1 — a + 1 = + p ) (fl + p 1 ) 

(a+p)(fl+P 之）=办 c 


0 


( 1 ) 
d , d\pHa + 


先证 fl + p 」# + pU 、 设 (0 + P ， a+p ): 

p . 由于 1 -0足2(/>)中的素数，故 4= 1 

则1 — p|fl + P ; 由于1 

- P 1 \a + P 2 . 同理， 


p) - pHa + p 1 ) 二 1 


若 d = 1 — P ， 


或 1 - P (舍去结合数 ）• 

一 p 与 1 _ 〆 共轭， 5+ p 与 〆 共辄，因此丄 
从 1 — 小 + p 2 可得 1 - P 2 \a + P . 故 1~ W =1 — P， 1+ W h 

此不 可能. 1 

ii ) 再 证 c 必 可发成 Z ( J °) 中一.对典辄整数的乘积•由于 （ P 〉 

中整数形如心) + f ， 人 f 是有理整数•又口 


P \ P 


P 


1 ， 


§而只需证明 


C 


(?/!/?+ y t ) 




印可 • 其中 . Vl 、 〜是有理整数 • 显然 ( 与 a g 是有理素数且《由 2 

(mod 3) ;否则 c = 中的素数，由 （ U 得咖 

「|0+/9 2 或剣0+/0 2 ，？1 a + P •但？ = A 从而该两种情形均给出 
? |( fl + p , a + p 2 ) f 与(《 + <>， a + p 2 )= 1 矛盾 • 因此可设 


C 


( a { p + a t )( b l p 2 + b z } 


比较上式虚部和实部得 


^ z 二 a 、 

2 c = 2 ^\^\ - ci x b % — 1 + 2a2 石 


( 2 ) 

(3) 


由 （ 2 ) 可设 




a 


2 


b 


B , 


(圯， A ) 



+ 

B1 儿 


2 2 



入 

代 
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2 


(B t +A { p) ( 



从 (-® i > = 1 得 

(^41,Sj + jA.jP) = (■/ 4i ， +j4jp l ) = 1 # 

由 （4) 得 ji 2 | aA . ^« 2 & 2 = C 1 i 4 1 2 , 代入 （4) 得 

c » (Bj + ^41p) (J31 + ^4iP 2 )Cj 

如果 c 不能写成 Z ( P ) 中二共轭整数的乘积，则必存在自然 数”， 

把上面的方法使用《次后可得 

c= d Aip) (B l + A x p z ) • *• (Bn + AnP^ 

( Bn ^ AnP 2 ) C n ( 5 ) 

(5) 中有理整数 CVi 不可化且诸有理整数 - An , … B ; 
合条件 

(jB lf ■/^ 〉 = … =(Bn, An) = 1 

显然 C n # l ， 否则由 （ 5 > c 可表成两个共轭整数的乘积，与 C 
不可表成两个共轭整数乘积的假设相矛盾_ 故 C n = P , P 为有理素 
数且左 s 2 (mod 3 ) • 如前所证，从 （ 1 ) 得夕 I ( a + + >与 
(a + P , a + p 2 ) = 1 矛盾. 

综上所述， e —定能写成两个共轭整数的乘积，即存在有理 
整数!/ I 、 h ， 使得 

(y { p+ y 2 ) (yiP 2 + y%) ( 6 ) 

把 （ 6) 代入 （1 ) 得 

(a + p )( a + p z ) =6 / ( y 1 p + y 2 )( ff 1 p * + i / 2 ). 

与习题1证明过程中所述理由相同，不妨设 

!/iP + ?/ a | a + p 2 (7) 

ViP 2 +紅 2 |fl + P 

或 Vip + yz \^ + p ( 8 ) 

ViP 1 + Vt \^ + p l 
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如果 （7) 成立，由 LO 2 + 3 / 2 |fl + P 知存在整数 XiP 
使得 

a + p = ( a:,p + x l )(y i P t + !/*) 

比较上式两端虚部得 

XiVi - XzVi = 1 

(9) 式两端同除以 ( y ^ + Vz ) + 得 

a + p x x p + x 2 


ViP + y % 


eZ ( P ) 


(9) 


( 10 ) 


结合 (10) 立得 


a + p 


如果 （ 8) 成立，由 hP + hM + p ，yip + th 二 y / p 1 + y^ f 
=- y ” y t f Ui ) ， 知存在整数 + 


(此处 J/i = 
Z ( p ), 使得 


a + p— (xp + ) (y I’ p 2 + V2 f ) 


上式同样给出- x \ - i 
(11) 式两端同除以 ( y/o + y / Ky/PO 

a + p_ x x f p + x 2 f 
c y/p + yi 


( 11 ) 

( 12 ) 


得 


结合 （ l 2 ) 得 


a + p 

~■~ ■— 




由 




) 、 （二）可知，凡 


a + p 


, a ( 1 


)- 6c 


==1 皆相似于〜 

说明： z ( p ) 表所有形如心 >+f 的数， 其中 ^和纟是有理 整数. 
Z(p) 显然 成二环•设 a 、 3眉 Z(9) 中 的元素 •如 果有 v€Z(p>, 使 
%a = j 3 y , 则称 /3 可整除 a ， 记为否则，称 ,3 不 能整除《， 记为 
沒 + a . 若 a 只被自己 和单位 ± 1 、 ±/°、 士 〆 整除，则称 《为 2 (0) 中 
的素数或不可 分数. 如果 Z ( P ) 中两 个元素只差一个单位因子， 
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则称它们为结合数. 


§9二次定正型 


习通1 定出经一非单位模变换而不变的二次型之标准形 

式（答： x z + y 2 t x 1 + xy + y z ). 

此题有误，其原因 如下： 

i ) 题目中“经一非单位模变换”，如果是指“任一非单位 

棋变换”，则此时我们能证明如下结论：经任一非华位模变换而 

不变的非零二次型是不存在的.下面就用反证法来证明此结论. 

如果存在一个二次型 

F ( x 9 y ) ■= Ax 1 + Bxy + Cy z 

它烃任一非单位模变换均不变， Fix , ?/)# 0, 为整数. 

把 F ( x ， y ) 写成 

Fix, y)^(y 9 ? )(;) 

设 

M ( x 9 y ) = ( x f , y f )(^ b 


(1 ) 


(2，） 


其中 fc 、 c 、 都是整数，且合条件 

ad ^ be- I 9 a^d 9 b 与 —c ， abcd\ 0 . 

显然 （2) 是一个非单位的模变换.由假定知道， F ( x，y ) 在变 

# 

换 （2) 下是不 变的. 把 （2) 、 （20 代入 （1) 得 


^)= y f ) (I d){i 





/ a 1 A 4- acB + c 2 C 
\abA + beB + cdC 


abA + adB + cdC 、 〆 、 
b z A + bdB + d z C )、 y ’ ， 
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则二次型 FOr 、 W 在非单位模变换 （2) 下不变的充分必要条件 
是 


「 a z A + acB + c 2 C-A 

j obA + bcJ3 cdC ^ Q 
' ah A -f- adB + cdC =： B 

b z A + bdB + d 2 C = C 
I a 2 A + acB + c 2 C^C 

t 

cib/i + bcH + cdC = o 
abA+ adB + cdC - B 

i 十 bdB 十 d 2 C - A 

下面只讨论 （3) ， 因为 （30 同理可证. 
由于1,所以 （3) 可以写为 

j ( 2 - 1 ) j 4 + qc 3 + c 2 C = o 
: ob^A. 4 - bcB + cdC = q 

M + bdB+ (d z - 1 )C= o 

用 p 乘第一式，减去(《 2 - 1) 乘第三式得 

\ abA + bcB + cdC^ o 

故得 1 bB+ (d- a)C - o 

r A = 二 -^B 

J a-a 

C=_^B 

a-a 





(4) 


由于 1 ，所以方程妓 -1 的所有解由下式 给出: 

f X^d + bt 
1 Y ^ c + at 


其中 〖是任; g 整数 • 我们可以选取使得有 i «- •另 

外， 
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也是一 模方阵 ，由假定知道 F ( HZ ) 在它的作用 下也是 不变的 •因 


此，从 （4) 可得 



(40 


由于 C 是整数，从而由 (40 得出 X | 祕，但是 
故有0或〖= 0,均与前设相矛盾* 


Ms 答案中的 V + y 2 在变换 


) :下是不变的，但在变 


换 (J 下就变为尤 2 + 2 抑+卽、 

从 i ) 容易得出结论：二次型^以，0经任一非单位模变换 

不变的充分必要条件是10恒为零 • 

ii ) “经一非单位模变换”如果是指某一非单位模变换的此 

话，此变换应当作为已知条件 给出. 否则，可选取变换^ " q 1 ). 

显然，非平 方数〉 在该变换下都不变，但 
Ax 2 + 為 2 却不在答案 之中. 

由 i )、 ii ) 可知，此题不妨 改为： 二次型 F ( x , y ) 经任一非单 
位模变换不变的充分必要条件是 f (6 O 恒为零 • 
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第十四章整数矩阵及其应用 






定义称 

/ a \ I ^1 2 "'^1 S 

A= a lx a Z2 a z 

dm j •••tf .； J 

为 m 行 n 列矩阵，或 mxti 矩阵，用 ，”〉表示. 如果 m 
称 /为《级 方阵，用氺’ 1 >或化）表示 • 其中 a M ， a 12 ，… 
整数. 

定义 1) 二方阵 ( 叫)，(^)的和为： 

-4+ (aij + bjj) p 

2> 设 



I bni …… bnl w 

矩阵』、 B 的乘积为 



, Gr- 


AB = C =： 

c t r - 

•… C U 


c m l * 

. c mlj 


= " ，则 

如 m 都是 










其中 c ij 二 ^ y 1,…1,…’匕 

t = 1 

定义// 阵乂 （ ） 中除去第:行第/列上的元素，但不变动其 
它元素位置所得 （ it - 1 ) 级方阵的行列式，称为％的余子式;余 
子式前面添加符号 （- i ) i +/ 后，称为代数余子式，用為 j 表示 • 


定义称 


1 


mi 


An \ 


^ i 1 

A 1 o 




in 


为 j = 的伴随矩阵 • 

定理 1 AA 0 - A q A ~ al 9 其中 a =| i 4 |，J 为单位矩阵 • 
定义如果方阵乂的行列行 I 川=± 1,则称/为模方阵？ 

如果 :乂！ = 1，则称为正模 方阵. 

定理2 全体模方阵成为一群；全体正模方阵也成为一 


群. 

定理 3 


全体模方阵所成的群，可由 Ul 、 ^2、 "3 的乘方与 


乘积表出.其中 

I 

I 

r 八一 
u 1 — ; 




* 




1 ) 





u 2 - 


定理4 



正模方阵所成的群 1 ^ 7 可由^ 1 、 172 的乘方与乘积 
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表 rt . 


定义若有一模方阵 W 使二方阵 Z 、 B 间关系 2 = 则称 

方阵 b 左结合于方阵隼并以 Zb 表示. 

定理5 任一方阵必左结合于如下形式的方阵 


^ b x J 0 0 . 0 

I 



其中卜;0，且若0，则 

0 〈b (z>v) • 


定义形如 （ 1 ) 的方阵称为左结合标准形. 

定义 对二矩阵乂 = /( ， n ) ， B = B ( m ， n ) ，若有二模方阵 

Ur ， U < m ) f V = V ( n ) ,使得 

A ^ UBV , 

则称 J 与 _ B 相似，记为』〜 

定理 6 任- '矩阵/ =氺” 7 , ，必与形如 




0 


0 d x d z 0 . 0 

0 0 d ,/I 2 d ：i . 0 


0 

0 


(m<n) 


( 2 ) 


或 


0 0 


d 


0 


d z ， . ， d m … Q 




* t * * * * 


0 


0 0 ".d-.d 


n 


0 


0 0 


( m ^ n ) 


(3 ) 
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的矩阵相似，其中 A >0. 

定义 形如 （ 2 ) 或 （ 3 ) 的矩阵，称为相似标准形* 

定理7 若 A 〜 B ， 则/内所有汁^列子行列式的最大公因 


数，与 B 内所有:行!列子行列式的最大公因数相等. 


定理8 


定义 


任一矩阵的相似标准形，一定是唯一的 • 

在矩阵乂的相似标准形 （2) 或 （3) 中，对角线上 


不为零的元素 

d i9 d l d if ***, 心…如， (Kmin<m ，”>) 分别称为乂的 
1次，2 次,… Jk 次不变因子.(称为矩阵 Z 的秩，不变因子的标准 

分解式 

(〜> 0，1 女 ， U - ) 

中，所有的素数幂都称为乂的初等 因子. 

定理9 2 〜 S 的充分必要条件是有相同的秩和相同的 


初等因子. 

定理10 方程组 

n 

Vi - 2%为， （1 < 7< 爪， 

卜1 

有解约充分必要条件是二矩阵」及 d) 有相同的不变因子 • 

定义 对于二方阵艮如有-•方阵 <： 使/= (：5 ，则称 B 为 

/的右因子，或 b 右除尽為用表示 • 

定义 设止非奇异方阵，也非模 方阵.若对/ 的任何分解式 
Z=BC 都有 B 或 C 是模方阵，则称4为不可分解方阵或素方阵；不 

然，称/为复合方阵. 

定理11 一方阵为素方阵的充分必要条件是其行列式为素 

数. 

定理12 任一复合方阵可以分解成有限多个素方阵的乘积， 

3 B 2 



且其因子数等于其行列式的素因子 数. 

定义若一素方阵可以表为如下 形式： 

t /- 1 〔 1, •••，1，邮 

则此素方阵称为标准素方阵； U 是一模方阵 • 

定义对一非奇异方阵/，适合于 

A\j^a^O (mod |^| ) 

的模方阵称为的伴随模 方阵. 乂。是』的伴随方阵 ，I /1表崖的 

行列式的绝对值. 

定理13 /的伴随模方阵成一群. 

定义 乂的伴随模方阵所成的群，称为4的伴随模群 • 

走义如果方阵 D 为方阵乂及 B 04与 B 不同时为 0) 的右公 
因子，且 A B 的任何右公因子都是 D 的右因子，则称 D 为的 

右最大公约. * 

定理14 不同时为0的二方阵4、五必有最大公约 D , 且存 

在方阵 P 及<?，使 

PA + QB = D . 

定理15 二非奇异方阵 JB 必有一最小公倍 M 存在，且 M 
非奇异，而其它的最小公倍都形如此处 U 为模方阵. 

定理16 设方阵 J 3 非奇异，则对任一方阵 A 必存在二方阵 

及使 

1) A^QB } 

或 

2) A = 0B + C 9 0<|C|<|JB|. 

定义命…， 办表 W 个未 定量. 所有的整系数一次式 

y — a x x { + **• + dn Xn 

成一集合，该集合用0= {心，…知}表示 • 

定义如果 y ’二〜’〜+…+你’於！，则定义2/ ±〆 为 

+ + 土 ; )xn . 
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定义 0中的一个子集合 M 如有以下性质则称 为模：若幻、 

!/ 2 在1\1中，则幻士也在 M 中. 

定义 如 M 中有一组元素 的， 使 M 内任一元素都 
可唯一地表为 

bji + … + b y! 

的形式，其中…4是整数，则〜，…， 力称为 M 的底 ，/称 
为 M 的维数. 

定理 17 模必有底，维数 

定理 18 模的维数与底的选择无关. 

定理 19 〃维模 M 必有如下形式的基底 
y 1 ™ 1 \ ^ i 

V 2 ^ a l I + ^2 2^2 


Vn = dn\X l + an2X z + … + ann Xn 

其中 

a vv > 0 ( 1 ， 且外 v<a vv (/*>v) # 

定义以上形式的基底称为标准基底. 


二、题 解 

§ 1引 言 

习腰读者 ft 己研究奇异方阵之情况^ 

供: 本节定理 4 指明任一二阶非奇异方阵的左结合标准形是 
唯一的 • 该题要求讨论二阶奇异方阵的左结合标准形是否唯 
一.下面证明奇异方阵 


384 




的左结合标准形并不唯一. 

㈠ 当(合 3) 时，如果 (S ! 

(c 0左结合，则…定存在一个模方阵 G 0，使得 

(° n °) = ( r s ) ( a b .) 

\ 0 0 / \w v) \c d) 


)与 


由矩阵乘法，对于任意整数 (， 均有 

a O \ s' (ka kb\ 

0 / " U v) \kc kd) 

此即 ( o ° lHl a c S ) 

左结合 • 故此种情形的左结合标准形并不唯一 • 

( 一 ►) 当 fc £))^( q 3 ) 时，由提要中定理5知， 

(c (左结 合形如 3) 的方阵，再由的命界性 


可知《、^中至少有一个是零 • 

1•如果0 

( i ) ^ a = d = 0 取模方阵 & 



« 



2 •如果 0，(: 


左结合，于是存在一个模方阵财，使得 

A B 
C 


M 


0 


0 0 


故 


A 

C 


B 

D 




0 0 
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便知3又与 d _ y 左结合 • 
( iii ) 当 a 妾0， Vr ： o 时，取模方阵 



知道 (c S 又与 (-2 3 左结合；但 G 3 与 C 3 也是 

左结合的，丙而此种情形，左结合标准形不唯 --. 
ii ) 当 a =0. "★() 时，仍然取模方阵 (g —0，从 


时 

此 

， 

r\ ^ A 

o o 

o o 

7 — ^\ 

阵 

方 

零 

成 

变 

V)/ 

o o o 
flo 

^ oo 

阵 /—\ 
方与 

时，3 


o 

II 

fa 

U 

a 

当 


/C 


* 1 
/V 




la 


flo 

V —% 


o J 



o JU 

I 

o C 





( ii ) 当0= 0 ， 0 时•由 


(J 





L _ 


0 


d 




知道， 



B 

D 


又与 （ 


0 


( iii ) 当0， d = 0 时•由 


1 


Ir 


!)(o 


d 


a 



知道 (c s ): 又与 i 

综上所述，奇异方阵 


—d 
0 


d 


) 左结合 


0 





a 0 

0 0 


左 结合. 






的左结合标准形并不唯 


♦ 


§ 4左结合 

习題证明非竒异方阵之左结合标准形式是唯一的. 

证：对任一方阵 M , 由定理5可知，必左结合如下形式的方 


W 



阵 I 


fb u 0 0. 0 O' 

I 

! h] b 2 2 0 . 0 0 

B — . 

石 n — l] bn - 12 bn - i 3 . bn - in - i 0 

、厶 wi bj\2 bns * . bnn -1 bnn i 

其中 & vv ^ 0 j 且若 b vv > 0 ，则 0 <6 fv<&vv (*> v ), 这就 
是所谓的 标准形.由于 m 是非奇异 方阵，故 >o a = 1 , 
2, …， ； z) ， /为任一模方阵.设 


A 


广 1 

a x z 

a l 1 

a % i 

\ 



a m 


■ ■華 


a \n 

a %n 


( a ij ) 




^nn 


/bn 

I 

hi 


B 


0 

bvi 


0 

0 


0 


bn- ii bn- iz 
bni bni 

b f n 0 

21 b f 22 


bn - 13 ••• 

bns . 


• • 9 


bn 


171— 1 


(bii ) 


mn - l 


bnn / 


0 


0 

0 




i b f n - 


,”-li b ’ ，卜 厶 ’n - 13 

t 

、 b’ ni b / n2 Pn 3 … 

若儿 B = 则 d 二 E . 因为： 


-b r n-\ n™ l 0 


nn-i 


b’ nn) 


(bUO 


(一）方阵^主对角线右上方的所有元素全为零 • 

将 bkn = kn =0(1 ^Jc^n- 1) , bnn !> 0 
代入 a ^ l ^m + a + ". + a Kn - i ^n- in + a Kn ^nn = kn 


388 

















得 a kr} = 0,(1 1) • ⑴ 

同理，把 hn- 厂 -L 卜 1=0 ( 1 2 ) , n-i> 0 

和处〃 = 0 代入 

a ki h m-l +a k2 b 2n-i + … +fl lcr-i 〜 i-l n 
= ^ f kn-x 

% akn ^ i = 0 ， （1 <k<n - 2) 



如此使用代入法可以得到 



a kn ^ % 
s 



0, 



(1 <k< ： n- 3 ) 
(1 <k^v- 4 ) 


— 0 j ( 1 2 ) (3) 

從 (允二 1 ) 

由 （1) (2) CS ) 便知，方阵 / 主对角线右上方的所有元素 

全为零. 

(二） 方阵 Z 生对角线上元素全为1，即知=1 (1« 

由 丨3丨± 1 
可知 0- ? -= + 1 

再由 a h b n = 1/ /,» L > 0 ， h ， u > 0 
得 t 1 
同时也有 b ， 尸 b j; . 

(三） 方阵^主对角线左下方的所有元素全为零 • 把 Z 的第 
行与丑的第1列各对应元素相乘得 

Ovn bn - ^ ” 一 1 + bnn - l = 办 ’ mi — 1 
由 0 - 1 bn - ] n~i + bnn - 1 = b f nn - l 〈 b f n - l n ™ l 

=bn - l n - l 
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且 & n - 1 n - 1 > tnn - 1 ^ 0 

% a nn ~ i = 0 . 把 / 的第 n 行与 B 的第 《 - 2 列各对应元素相乘，并 
将 《 wn -i =： 0代入得 

Onn-2 tn~ 2 n- 2 + bnn- 2 = b f nn - 2 
由 0 ^Qnn 一 2 办 n-2 n - 2 + bnn - 2 — b f nn - 2 <C^ 7 n — 2 n- 2 
-bn-2 n- 2 

且 bn - 2 n -2 ^> hnn - 2^0 

Uann -2 = 0. 再把 W 的第 n 行与 B 的第〃 - 3 列各对应元素相乘， 
并将 tf nn-i = Gnn _ 2 = 0代入得 

Ann - 3 bn -3 n — 3 + bnn - 3 = nn — 3 
从 而可得 d nn - 3 = 0 • 

下面，我们把」的第 》行 分别与五的第 i 4 、 《- 5 、 …2 、 1列 
各对应元素相乘得到 

Gun -4 = 0 
dnn - 5=0 


ffn 2= 0 
dn\ = 0 

这样，我们就证明了 

a nk =0(1 < k < n - 1 ) ( 4 ) 

用上面同样的方法，把』的第 《- 1行分别与£的第《-2、《-3、 
…… 2、1 列各对应元素相乘，可得到 

On - 1 n- 2 = 0 
1 n-2 = 0 


On - 12-O 
fln -11 = 0 

这就是 a n ik ^ 0 ( 1 < k < n - 2 ) (5) 


m 






把 ^ 的第 n — 2、” - 3、…… 2 行分别作与前面类似地处理可得 

— 2 -0(1 <左<«— 3 > 
gr . = 0 ( 1 — 4 ) 

. ( 6 ) 


a ^ — 0 (1 2 ) 

« 2fe = 0 ( k - 1) 

从 （4)、（5)、（6) 便知，方阵及主对角线左下方听有元 
素全为零. 

由（一） 、 （二 ） 、 （三）可知因此 = 给出 B 
二逆.故非奇异方阵的左结合标准形式是唯一的. 


§7 因子分解.标准素方阵 


习題 取 〔 dl ， dld 2 ， …， d 1 d 2 *^dn D 而研究及之 
伴随模群之件顷 . 

解： 设为 j 的伴随方阵， M 为乂的伴随模群，方阵 

I \ 

I U 12 **■ U\n \ 

rr \ U 2} U 22 ^ U 2 n 

U - \ 

I 

I 

I 

\ Un) Un 2 Unn ! 


为任一模方阵.我们可以 证明： UGM 的必要充分条件是 


^2 1 ^ I 2 > ^2^31^ 1 3 t 

^3 I ^2 3t H I 「2 




，… d 汀 I ^ i « 

^* d 3 I U 2 n 




(1 


dn- i\Un-2 n-i f dn- idn | Un~tn 

dn \Un-m 

本结论的证明由 EO ( m 0 d | d |) 极蜃 作出. 下面以 4 示 
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例. 


当^ 4， 时 （ 1> 变为 t 

U i 2, d ^ \ U I 3 ? 2 ^3 ^4 I ^ 1 i 

^3 I ^ 2 3 > ^ 3^4 1^2 4 ( 2 〉 

^4 1 ^3 4 

jt / j 。 三 0 (mod 121) 给出： 


A \} A 0 = 


f d ： 

\ | 

U [2 

U is 

U i4 \ 

j 

did z 

1 

秦 

U zz 

U z2 

U, A 

. 

d i n 

! : u zl 

i 

U %1 

U” 

U,, 

i 

、 dxdod^dA 

1 KU^ 

U A2 

U,, 

U\J 



〆 \ 

d x d 2 d^d A > 

3 2 2 

Am 

i 

) \ 

• ^ 3 l / 

d i d 2 d 3 d 本 

3 2 

did 2 d 3 \ 

I 

I 

\ 

y 4 3 2 4 2 2 4 2 ^ ^ N 

di ^2^3 ^4^ 11 d ^ 2 ^ i d j 3 ^ 1 2 ^ 3 ^ 14 

4 4 2 4 3 2 4 3 ^ 3 

d\ d 2 忒 4 U& i dd3d‘U2 2 d\ d2(“d2 z d 2d3U2 4 

] did 2 d 3 d A U 3 j d 2 d 3 d A U 3 2 d { d 2 d Q d^if z ^ 2 d 3 U 34 | 

^ I 

» « 

: 4 4 3 2 4 3 3 2 432 2 , 4 ^ 2 \ 

} d 2 d s d 4 U“ d x d 2 dsd 4 U 4l d { did 3 d 4 Lj i3 d i d z d z d i U A4 j 
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^Q(mot\\d { d 9 d^d A | ) 

显然，乂 1 」的各元素都被整除， 
^ U ^ a -0( mod |,4|； 成立的必要且充分条件是 （ 


即 

2 ) 成立， 


393 


第十五章 P - adic 数 

一 、提要 

定义若 

_2^" 2 » 0<GV <办是同余式 f (幻 

s 0 ( rnod /?^ ~ 1 ) 的 . 解且 f’ （尤。 ） 与 0 (mod/)〉• 则叩■^一 欠。 

+ pi - iy 9 并研究同余式 

f(x 0 +$-1 友）三 0 (mod V )， Q <y<P 

即 f ( x o ) / P ^ ~ 1 ^ f / )^=0 (mod p ) } 0<?/<沪由此唯 一 /£ 

i \\ y 9 命它为《卜！，则 

jc = fi。 + IP + …+ a 卜 1 灸卜 1 ， 0 

是 f ⑻三 0(mod W ) 的解 I 此种手续可以无限次地作下去，因此 
可得 -f 的幂级数 

<? 0 + ad + …+ + …， 0 <穸. 

以幂级数称为方程((幻 = 0的 

定义 形如 

〜+以+…+ _‘ + •••， 0< a v <f 的幂级数，称为卜 adic 

数. 

一般而,7， p-adic 数准许有有限多个 P 的负幂 • 

定义命 a、 纟表有理数 • 对任一有理数有一定有理数値的 

函数4>，若具有以下性质，则称为一赋值： 

1 > <!>(«)> 0, = 0当且仅茧《= 0多 

m 



2 ) <|) ( ab ) = ^(^)1 

3) 小 (a + h) f 

定义如果 4> 满足： 

O 小⑻ 二！，若 fl # 0 ; 

2 ) 小(0) :--- 0 

则称<!>为恒等赋值. 

定义 4> ⑷:= h :称为绝对值赋值. 

定义命嫌一固定的素数， 则仟… 不等于0的有理数 a 可 
唯一地表为 

} pn » ^>0, ( r , s -)- 1,时， s , Rr 、 八 n . 足整数 • 

我们称 <!> ⑻ =0- » ，吟0 ; 4>(0) = 0为 A - aclic 赋値，记作 

小⑷= \ G \ p ^ 

定义两赋值 <)> 及 V 间若有以下 关系： 

小 ( a )<(|) (幻与 小’ ( a )<^ y ( b ) 

同时成立，则称 ()> 与 ( j / 等价. 

定理1设<!>是一非恒等赋值，则与4等价的赋值为 

小’ = <]> s ， C > 0 . 

定义若有一正整数 《 e > i ， 使 <()(〜）> 1，则称4>为亚几 

米德陚值 I 不然，即对于所有正 格数〜 总有 4>( n )< i ， 则称小 
为非亚几米德赋值. 

定理 2 任一亚几米德賦值必与绝对值赋值等价 • 

定理3 设4为一非亚几米德赋值，则有不等式： 

1) 4>(fl + 6Xinax(<j)(c), 4>(6))| 

且若4>(幻#<(>(6),则有 

2) ^>(a-\-b) = max (<|)(fl), <|>(6)) . 

反之，若赋值(|>适介1)，则$为非亚几米德赋值 • 

定理4 呵个帅 i $的 II •: #:儿求徳赋似<1>与 V 等价的充分 
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必要条件是：对任一非零有理数〜有 (^>0). 
其中 

w f ( a ) = - log<) / ⑷， w(a) = - log<t>(a). 

定理5 任一非恒等的非亚几米德赋值+必与 h ad〖c 赋值 

kl ； p 等价. 

定义用 { 如丨 代表有理数贯《 

fli ， 沒2，…， fln ，… 

定义设 < t > 为一 赋值. 如果数贯 { 你丨 适合以下条件则称 
为基贯或4>-收敛贯：对任一有理数 e > 0 , 有一正整数 W 存在， 

当 m 、 n > W 时，总有4> ( am -❿) OB 成立 • 

定义两贯{如}、 { h 丨的和、差、积定义为 

{ a n }±{hn } = { «n ± } I 

{ = ( ^tJ^n } • 

定义对一数贯 {an }，如存在一有理数适合条件：对 
任一有理数 e >0, 有正整数 N 存在，当时，总有4> (如- 幻 

< e , 则称数贯 { 〜丨具有4>-极限并记为 

定义凡以0为4>-极限的贯称为零贯,所有零贯的集合 

用 {¥} 表示 • L 、曰带 

定义若二基贯{你丨 ， {lm } 的差 { 如 丨是一苓 

贯，则称此两贯同余，用 __ 

{ dn ^ } (niod { 0 }) 

表示. n 

定义利用同余关系，可将所有的基贯分类•属于同一类的 

基贯皆同余， 不同 类的两基贯决不同余 • 在每一类中任取一基贳 

} ，而用 { 石丨代表该类. 

定义 所有 类所成的系统称为有理数的小 - 扩张， 每 一类称 
为<1>-扩张中的一个数 • 
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定理 e 如果 4>(a>*= kl, 则此 4>- 扩张就是实数系统. 

定义如果则称此4>-扩张为少 adic 数系 

统. 

定义 所有类中包含类 {7} 0?为有理数），此类中任一 
基贯都小-收敛于同一有理数《，即以 a 为4>-极限，用 

.^4 ■■ * 

表 7K. 

定义 用 { ‘ } 表示此类中每一墙贯所收敛的数，即 
小一 linifln 二 { a" } • 

n-^oo 

定理 7 当 U» } 、 { 如/ } 同属一类时，则有 

<)> 一 limfln = 4> — limfln ， • 

n+oo ?i)oo 

定义 4>( {‘ } ) = )• 

n-co 

定理8 若 { tfn } = { 如’ } (mod { 0 }) ,则 

n+oo n—oo 

定理 9 有理数的 <(> -扩张是完整的，即在扩张上再实行 

4) •-扩张所得的系统不比4>-扩张大. 

定义幂级数 

P_ m (<h +<2^ + + …），0 < a v < pKm > 0 ,为有理 

数表示成卜数的一般形式.如果在上式中有 

a l + V =a /+V+t = fl / + v + 2t =…：〜+ 以：… 

(v= 1 , 2 , o . 

此处/和 〖 为固定的整数，^ 1,则称此幂级数是循环的， 

定理10 有理数的？ -adic 表示法是纟的循环幂 级数； 反之, J> 

的循环幂级数足葙理数. 

定理11 若/(幻是一整系数多项式，且 

f ( x )= g 0 ( x )/ i 0 ( x)(mod p ) | 
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此处 g ».00、 心(幻为互素的二多项式_则在严 adic 数萆围 内有二 
多项式 

g(x)^g 0 (x) 9 h(x) = h 0 (x)(mod p) 

使得 fix) g(x)h(x) m 

二、题 解 

§ 1引 言 

习题 1 求出方程 f = 7 之另一 3 

解：由例 2 知道，求方程 7 的另外一 • 个 3 - ad 〖 c 解 ，-是 

指求出啡欠 =1 + 1.3 + T.3 2 +0.3 3 + 2.3 4 + … 的 3 —adic_. 

设 f( ； v> = f-7. 由 /( 义）三 0 (mod 3 ) 得欠 =a 0 = 2 ，且 

f f (a 0 ) ^0(mod 3 ) . 

命 x - a 0 + yp- 2 +3 双 

由 f(x) = f( 2 + Z y) - (2 + S y) z - 7 

= 9?/ 2 十 12 奴一 3 =0 (mod 3 2 ) ， 

Ay- 1=0 (mod 3 ) 

得？/ = q = 1 •命 

x-a Q +a x p+ yp z = 5 + 92/ 

由 f(x) =f( 5 + 9 ?/) = (5 + 9i/) 2 -7 = Sly 2 + 902/ + 18 

= o (mod3 3 ) ,10?/+ 2 = 0 (mod 3 ) 

得沒 = 〜 =1 • 

命 x-a 0 +a : p + a 2 p 2 + yp % = 14 + 3 Z V 

由 f(x)^f(U+^y) = W + 28x 3 3 2/ + 189 三 0 (mod3 ‘）， 

281 / 十 7 — 0 (mod 3 ) 

f 辱 1, — ^3 ~ 2 # 
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^ + +a 3 p^ +yp 4 + 

由 /(68 + 3 4 ?y) = 3 8 // 2 + 136x 3 4 i/ + 4617^ 0 (mod3 4 ), 

136" +57= 0 (mod 3 ) 

得女 = fl 4 - 0 * 

命 x= fl o +a \P + ctzP z + a 3 p 3 + a 4 p 4 + yp b ^ 68 + S 5 y 

由 /(68 + 3 b 2/) = 3 l0 i/ 2 + 136 x 3 5 2/+ 4617 = 0(mod3 fl ) 

1362/ + 19= 0 (mod 3 ) 

得 = = 2 • 

照此 方法做下去，可得 V = 7 的另 外一个 3 - a di c 解 
欠 = 2 + 1.3 + 1.3 2 + 2.3 3 + 0.3 4 + 2*3 5 + … 

因此，方程 ？= 7 的两个 3 - adic 解为 

1 + 1,3 + 1+ OvV + 2,3 4 + … 

文 = 2 +1*3 + 1*3 2 + 24 3 +0,3 4 + 2,3 5 +… 

习题 2 求出方程 x 2 + %+ 1 = 0 之 7 - adic®| # 

解： 设 / ⑴ =x z + x + 1 . 

由 

/(at)= 0 (mod 7 ) 

[f = c 0 = 2 , 且 f’O。）# 0 (mod7 )• 

命 x 二 （^ + yp 二 2 +7 "， 

由 

f(2 + 7U) - 7 z y 2 +5x7^+7 = 0 (modz 2 ), 

5y+ 1 = 0 (mod 7 ) 

得 ! / = = 4 , 

命 x^=a 0 +a { p + yp z -^0 + 7 2 y 

由 / (o0 + 7 2 //) = 7 4 // 2 + 61. x 7 2 女 + 931= 0 (mod/^^ 

61 // + 19= 0 (mod 7 ) 

得奴二 q 二 6 • 

命 x = a 0 +a { p + a 2 p z + = 324 + 7 3 y 
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由 /(324 + 7 3 !/) = 7 8 ?/ 2 + 649 x 7 3 1/+ 105301= 0 (mod7 4 ), 

549i/+ 307 s 0 (mod7) 

得 // = 汉 3 = 3 • 

命 + clip 2 +^^P Z + yP A = 1353 + 7 4 2 /， 

由 f (1353 十 7 4 j /) = 7 8 ?/ 2 + 2707 x 7 、 + 1831963 = 0 ( mod 7 5 ), 

2707!/ + 763= 0 (mod 7 ) 

得" =^4 = 0 # 

继续做下去，可得 X a +Jif + 1 = 0 的一个 7- adic 解： 

: 2 +4.7 + 6.7 2 + 3.7 3 + 0*7 4 + … 

如果由 f (幻三 o (mod 7 ), 取 X = = 4 ，按照上面使用的方 

法可得 

bi = 2, bi^ 0 9 b 3 = 3， b 4 = 6，… 

从而可得方程？ + X + 1 * 0 的两个 7- adic 解，它们是 * 

JC= 2 +4.7 + 6.7 2 + 3.7 3 + 0.7 4 +… 

4 +2^7 + 0*7 2 + 3-7 3 + 6-7 4 + —. 

习題3 求出方程紕 2 = 7 之 3 - adicW. 

解： 设?/ =3 x ， 那么 9 x 2 = 7 变形 为？/ z = 7* 

由习题1知道，方程 V 二7的3 - adic 解为 

y= 1 +l_3 + l,3 a + (K3 3 + 2*3 4 十 … 
y 二 2 +1.3 + 1.3 2 + 2*3 3 + 0.3 4 + 2.3 5 +… 

因此，方程9 〆 = 7的3 - adic^S 

Pi . m.so + i.s + o-f + z - s 3 ^- 
x=2.3- L + 1.3 0 +1.3 + 2.3 2 + 0.3 3 + 2.3 4 + … 


§6有理数之由一扩张 




习題 1 


证明由等价之两赋值所得出的有理数扩张是相同 


的 . 
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证： 设 士和^ 是两个等价的賦值.不失一般，可设它们非恒 
等赋值 • 由定理1知道，存在常数 c > o , 使得 

由有理数+ - 扩张的定义，只需证明如果类 {S } 属于小 一 

扩张，则它一定属于 V -扩张即可；因为同理可证如果类 {‘} 

在 V - 扩张之中，那它一定也在4>-扩张之中，从而 < h 扩张与4>- 
-扩张相同. 

X 

对于任给的有理数 e >0, 取有理数^>0 且因为类 

■■ - 

{你}在4>-扩张中，即贯{你收敛，故可找到正整数 
N . 当正整数％ «合条件 rw > JV ， n > iV 时，就有 

小 (am — Qn ) <C e i 

^> s ( a m - a n )<£ 

此即 ⑴ — 办 ) 〈£ 

故贯 { 丨 <(>’- 收敛，也就是说，类 { ‘ } 也在扩张之 

中. 

习題2 证明在非亚几米德赋值之情况下， {an } 收敛之 

必要且充分条件为 nmc |) O n + 〗 - 处 )=0. 

7 卜 voo 

证：先证必 要性. 如果 { a n } 小- 收敛，即对于任给的有理 
数 e > 0，存在正整数 iV, 则整数 m 、 n 合条件 m > iV 、 n>N 
时，就有 

小（"??/ — On ) <^8 

恒成立 • 取1，就有 

V t - a n ) <e. 

此即 ll 爪小（仍;|_ ] - Q、' )=0 

必要性由此得证. 

再证充 分性. 如果 
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十] 一仙） 二 0 • 

n^oo 

即对于任给的有理数 e > o ，存在正整数 w ， 则当正整数 n 合条件 
n > N 时，就有 

+ 1 - 

恒成立 • 因此，如果取正整数％使得 m > n > W ， 就有 

(J)( am 一 沒川 - 1 ) 

- 1 _ - 2 ) 

- ■ f 

<|>(fln+i - 你 ）< e 

又因为4>为非亚几米德陚值，所以有 

4>(Cm - an ) = 小 （ （am ~am-\ ) + (am - l - am - 2 ) + … 

十 (071 十 2 一沒 n 十 1〉+ + 1 — 你 )) 

<max { ^(Qm _am-i ) ， … ， 小 + i —〉 } 

敌 — an 〉 

此即 {an }4> -收敛 • 充分性由此得证* 
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第十六章代数数论介绍 

一 、提 要 

定义若卩是一系数为有理数的代数方程 

fix) = an x n + an-ix n ^^ + ***+a x x + a 0 0 

的根，则称 <9 为代 数数. 若不可化 且如: ¥ 0,则称为 0 
的次数. 

定理1 二代数数的和、差、积，商（除数# 0 ) 仍为代数 

数， 

定义若0是一首项系数为1，其它系数为有理整数的不可 
化方程的根，则称<9为代数 整数. 

定理 2 代数整数的和、差、积仍然是代数 整数. 

定义若卩及广 1 都是代数整数，则0称为单位数 • 

定理 3 6 为单位数的充要条件是 0 适合 一 个 首项系 数为1， 

而末首系数为± 1的有理整系数方程. 

定义设 F 为一由复数所成的集合.若 F 中至少有两个不同 

的数，并且^中的任意二数的和、差、积、商 （除数 +0) 也在 
■ F 中，则称 F 为一 数域，简称为域. 

定理 4 命 0 是- n 次代数数，则所有形如 

…十、-'”-!， （ a fc 为有理数） 

的数成一域，且 

tf 0 + a ^ 0 + • ♦ •十 a 打- \ 6 ^ - 1 
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所表示的数各不相同 • ^ 

定义定理4中所得的域，称为在有理 数域尺 上添加 0 所得 

的单扩张，记成丑 #)• 

定理5 若0年0，则 i ?(0) 就是由6经过加、减、乘、除（除 

数 #0) 所得数的最大 集合. 

定理 e 若命 d 经过所有的不等于1的无平方因子的整数， 

则 R (^/ Dy 经过所有的二次域. 

定义用 i ?(0) 表 - W 次代数数域 • 记0 = 0⑴，并命 0 ⑵， 

6 Kn > 表示0所适合的不可化方程的其它 1 个根 • 

定义设《 = a (6) = a 0 + a x 6+ •** + an - i ^ n " 1 
命 a = a ( i ). 称 a ( fc ) ^ a ( eoc ) ), ( ic - 2, 3, n ) 为 a 的共轭 

数參又称 

S ( ff ) = a ⑴ + …⑻ 

N ( a ) = a ( i ) •••(? ⑻ 

为 a 的迹 和矩. 

定义 若在 丑作) 中能找到一组 数心， "_ am ， 使及( 0 >中任何 

一数都 可唯一 地表成 

a 1 ® 1 + (% 为有理数〉 

则称 A ， …， am 为 i ?(0) 的基底. 

定理7丑(0)的任一基底中所含元素个数相同，且都等于 

定义 设 A ， …， 如是及 ( W 中任意的《个数，称 

Of i ⑴ … 伽⑴ ^ 

A ( a lf ) - . 

I a t ( n > …如⑻ 

为 …， an 的判别式. 

定理8 判别式有下列诸性质： 

1) A ( a lf fln ) 为有理数；特别是，若 0 ^，…似为代数 
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整数，则△(化，…，⑼ ） 为有理整数 • 

2) 若 A ， …，⑹ 及比 ，…，伽为扒幻的两组基底，且 


a r 2 〜 iA( 1 <;<n) 

k=l 

贝 lj …， a n ) = k 沐 1 2 d ( 爲 1， …， 玲 n ) • 

3) 若〜，…， 卽为 7?(0)的一组基底，则 

1，…， ) # Of 

反过来也是 对的， 

定义 设©1， …， 为 i ?(0) 中的爪个整数 • 若丑(的中的任 

一整数都可唯一地表成如下形式 

…(%为有理整数） • 

则称％,**•，为 i ?(0) 的一组整底. 

定理 9 整底的判别式都相等. 

定义 称 i ?( e ) 整底的判别式为域的基数，用 d 或 


表示 


定理 10 
定理 11 


基数厶三 0 或 1 (mod 4 ) • 

若 D 为一无平方因子的有理 整数. 


命 



D , 

AD m 



D= 1 (mod4) I 

I 

D= 2 , 3 (mod4) # 


则 d 为五 （ x /互〉 的基数，而1、 ® 为一组整底; 



仝土 也为 


R (^/ D ) 的一组整底. 

定义 设 a 、 0为二整数，如果有一整数 V ， 使《=胂，则称尽 
可整除《，记成 

定义 若二整数《、 i 3 仅相差一个单位因子，则与$称为相结 
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儀 


定义对于整 数《， 若有扒幻中的整数和 V ，且均非单位 

数，使《=办，则称 a 在 i ?(0) 中可分解；杏则称为不可分解， 

定义命 A ， …，叫为及 (0) 中的任意 G 个整数，称所有形 
如 

+ - + ri q a q (^4-为及(0)中的整数） 

的整数所成的集合，为由 A ， …，々演成的理想数，用〔化 ，…， 
n q 3 表示. 

定义 由一个整数 a 所演成的理想数〔《〕，称为主理想 

数. 

定义理想数〔1〕表示由及 (幻中 全体整数所成的集合，称 
为单位理想数，以 O 表示. 

定义设 A =(>”.••，办〕为及⑼上二 
理想数 • 当 A 中每一整数均 B 在中，而 B 中每一整数均在 A 中时， 
称它们相等，并记成入= 8. 

定义理想数 

*** ff i^r 9 a z^i* *'■> a 2 线 r ， …， aq 3 

称为理想数 

A = C « i , **•, a q ] 及 B == 〔爲 ! ，…，办〕 

的乘积，记成 A * B . 

定义命 A 及 B 为二理想数，若有理想数 C ， 使 A = B * C ， 则称 
B 整除 A ， 记成 B | A ; B 、 C 称为 A 的因子. 

定理12 若 B | A ， 则 A 中任一整数都在 B 中,其逆定理也成 

- >•%. * 

定理13 对于任何理想数 A , —定能找到一个理想数 B ， 使 

得 B * A =〔0 ，其中为一自然数 • 

定义若一理想数除了 O 及本身以外无别的因子，则称它为 
素理想数，用 P 表示 • 


406 



走理 14 任给二理想数 

A - ia lt •••, a g 〕及 B = m ， …，〕 

则有唯一的理想数 D 具有下列性质 * 

1) D | A , D | B ; 

2) 若另有一理想数 D ^ A , DJB , 则0!|0. 

定理15 D = Cci lr Oq f B l9 …知〕就是有上述、性质 

的理想数. 

定义定理14中的 D 称为 A 、 B 的最大公因子，用 D = ( A ， B ) 
表示. 一 般地可以定义 

( A lf Am - 1 9 Am ) = (( A lf ***, A^i -1 ) > Am 〉， 

若 （ A ， B ) =0, 则称 A 、 B 互素. 

定理 16 任一不同于 O 的理想数 A 都可以分解为素理想数的 

乘积> 如果不计排列顺序，则分解法 唯一. 

定理17 设 A 为 i ?(0) 上的任一理想数，则在 A 中必能找到《个 

整数 

a l ~ a {{ 

Ct 2 " ^2 1^1 + a 么 2®2 


a n = + + … + drmfi>n 

其中〜都是有理整数， 且％ > 0 ( 1 ，而0 

(1 , 使 a i ， …，如成为 A 的标 准基底 • 

定义 若 A |〔 a 〕 ，则称 A 可以整除 a ， 以 A | a 表示 • 

定义 若 A | flr -/3; a 、）3 为丑(0)中的整数，则 称“与 0对模 A 同 

同，用 ae 々 (mod A ) 表示 • 

定义根据同余关系，可将及( 0 )中的整数进行分类，使凡 
厲于同类的数对模 A 是互相同余的，而厲于不同类的整数不能对模 
A 同余.称这种类为 A 的剩余类;用 iV ( A ) 表示类数， iV ( A ) 也称为 


A 的距, 
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走理 18 命4为丑(6»)的钱数， 4( A ) 为 A 的基底的判别式， 


4(A) = (N(\)) Z A, 

走理19对干主理想数〔《〕的距#(〔《〕)，有 

W (〔 a 〕）= | iV ⑻ I . 

走屬20若 P 为一素理想数， a 为任何不能被 P 整除的整数， 

脚 

a N(p)_1 ~ 1 (iTiodP) 

走通21凡素理想数 P 必整除一个有理素数纟，且 p 为 P 中最 
小的有理正整数，故是唯一的. 

走理22 如果〔幻=卩^ 2 〜朽，则 

p n ^(xpy^mnwpn. 

定理23 的要且充分条件是焖 

定理24 在及 (4) 中有一单位数1?存在，使凡及 Cv/S) 中 

的单位数均可表为 

± f , 0=0， ±1， ±2，…） 

的形式I 1称为 J? (〜/万）的基本单位数 • 

定义对于二理想数 A 及 B， 若有二主理想数〔》〕及〔幻， 

使得 

0 〕 A= 〔冷 〕 B 

则称 A 与 B 相似，用 A 〜 B 表示 • 称理想数 A 和 B 属于同一理想数 

类. 

定理25 上理想数类的个数 有限. 

定义若二理想数 A 与 B 间有如下关系：存在整数《与尽使 
〔a〕A= 〔尽〕 B 且 W ⑽)> 0，则称 A 与 B 狭义相似，记成 

定义命 A 为 i?(V 万）上的一个理想数，并设化、心为人的 
一组基底，且适合 

;; - a i /flr 2 = /厶 


m 



此处 a /、 

F{x f y ) - 


化/表心、》 2 的共轭数.称 
Nia^ia^y) (a^ + a^OCa/x + a 2 f y) 

• _• _ - — -> ~ ■ — — ■• — 了 ■ • 、■ 、 ■■■■•- -• ■ ■ ■ _ ■— — ■ — - — - ■ • •— ■ ~~ 


N ( A ) N ( A ) 


= ax 1 +bxy + cy 2 

为属于 A 的二次型. 

定义 若二次型 FU，?/) 属于理想数 A, 则称 F(u ) 的特征 
系为理想数 A 的特征系.即若命…，外为3的奇素因子，取 A 
中整数使得 


/N(a) 

\N(A) 


则称 


/ N(a)/N(A) 

V — Pi "~一 


2, 


1 r N(a) 


b ( tt )=( 一 


N<A) 


]〕 


若 d 


3 (mod 4 ) 


e ( tf ) = ( - 1 ) 


( Nia ) \ 

\ nTK )/ 


2 




，若 D 


4 


2 (mod 8 )j 


d ( a ) e ( a ) 9 


若乃 = 6 (mod 8 )• 
4 


为理想数 A 的特征系. 

定义 两个具有相同特征系的狹义相似类，称为属于同一 

族. 

定理 26 每一族中所含的类数（狭义相似类）相等 * 

定义 命/V表理想数类（非狹义的）的类数. 若 h Q = 1，则 


称 R (^ D ) 为单域. 

定理 27 凡单域中整数唯一分解定理成立. 

定义若对 i ?( v 力）中任一数\必有整数(，使得 
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\ N ( h - k)\<i 
则称 i?(V*5) 为欧几里德域. 

定理 28 凡欧几里德域必为单域. 

定理 29 仅有五个二次虚欧几里德域： 

RCV 3 "!) ， R(V[) ， H(V^T) , R(V:~7 ) ， 

定理 33 R(x/ 万）当且仅当 D= 2, 3, 5, 6, 7, 

11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73时为实欧几里德 

域. 

定理31 Merseiine 数 M = 为素数的必要且充分条件为 

〜产 0 (modM) . 

其中 = e % Ri 摘 中的单位数， iV(e) = - 1, 

&为 e 的共扼数，且 (备） = - 1 ， 0 • 

定理 32 在中无整数使 

+ij 4 = t 2 , 4爪年0 • 

定理 33 在及 (P) 中无整数使 

4 s + ” 8 十 5 3 = 0 ， 0 

其中 - I + 


I 
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二、题 解 


§1代数数 

习 ■ 1 试证系数为代数数的代数方程的根还是代数数 • 

证*设®是方程 

f(x) = a 0 x n +aiX n - 1 + …+ = 0 

的根， fa) 的系数都是代数数. 

如果 A 是有理系数多项式 (/= 0, 1，…， „) 的根，那 
么％，化 ，…， 也是有理系数多项式 

边 U) = fo ( x ) f l (AT) … 

的根 • 设 = 用 A ， …， 表示的所有根.作多项式 

H (x) eff +^^n-i+... + ft B ) 

*0f *lt …， 

其中“， *i， …，心的每一个通过值均为 1, 2 ，…， m， 而且 

:i， …， ： n 两两不同 # 显然，丑 Of) 的系数是在有理数域上关 

于比， “Jm 的对称函数 • 根据对称多项式的基本定理， HU) 的 
系数全为有理数.又因为 

fix ) - a 0 x n + -* ； 

是孖 U) 的一个因子，所以， fi ) 是有理系数代数方程0的 
根，因此 ® 是代数数.故系数为代数数的代数方程的根还是代数 

Ht/j. 

数. 

习題2试证首项系数为1,且有代数整数为系数的代数 
方程的根还是代数整数. 

证：证法同习题1，此处只需设 ® 是方程 

fix) ^xn + 〜邡 _ 1 十 "•+%=() 


411 


的根，其中 A ，…， an 是代数整数；巧是有理整系数多项式 
fi ( x ) 0 = 1, n ) 的根，而且 

少 U ) = A U ) … / nO ), i >°0 = 

此时， H ( a :) 形如 

H ( x ) = |j ( x n +/3“ x n-1 + … + ft B ) 

A # 

^ i ? * 1 > 

显然， hu ) 是首项系数为 1 且有有理整系数的多项式，而 ® 是 
H ( x )= 0的根.因此，0是一个代数整数. 

习题3 试证以代数整数为系数，且 爵末项 系数皆为单位 

数的方程之根还是单位数， 

证： 设 ® 是多项式 

fix ) = a 0 x n 太 + flfn 

的根 . 伽是单 位数，心，％，…，仰- i 是代数整数.又设 

N(a 0 ) =a 0 ti>a 0 <2)... ffj) (i) 

«。=化⑴，而％⑵，…《。心是《。所适合的首项系数为1、末项 
系数为± 1、次数为/的有理整系数不可化多项式的其它1个 
根.由根与系数的关系可得斤(《»)= ± 1，因此是份多项式 

= ± W + I l^ c i}-a i xn-i+ . 

«0 a 0 

+ ■) 备以 + " 

a 0 a , 

的根 B 从而，0是多项式 

f ( X ) ^%n + * 1 +. 

a 0 a 0 

¥ 

+ N( a o )— an _ lX+ ]!l^Ro}-an - v 

a 0 a t C 1 > 

或 —MU f (x) = x n …… 

® 0 ® ft 


412 






I^A^lan - IX 

ff 0 


D an 

«0 


( 2 ) 


的根.显然 


N(a 


a 


N ( a ^) 


an 


«o 


a 


0 


都是代数整数 • 由习题 2 知是代数整数 • 
另外，从 （1) 、 （2) 可知 fiT 1 是方程 


或 


+ … 

+ N (a 0 ) 

1+ 卿。〉 

an X 11 


G 0 



SS 0 



(3) 


A T (« 0 

f 

)an - ]X n -^ ~ 

) 

- an x n 


a 0 

a o 



= 0 


(4) 


的根. 而 （3) 、 （4) 左、右两端同时乘上 


0 ( 


N(a 

a 0 


0 


) / a 


• a 


rt 


o 


后，都可化成首项系数为土 1，进而化成首项系数为1且有代数 
整数为系数的代数方程.因此由习题2可知 6 T 1 也是代数整数， 
再据单位数的定义知道 ® 是单位数. 


§7理想数的唯一分解定理 
习腰1 任于二理想数 A 及 B ， 必有一整数 a ， 使 A |〔< r 〕， 且 

(〔 a 〕， AB ) 二 A . 

证* 设 A 二〔/”•••， B 二 〔3 i ， …，加〕 

由理想数的乘法和最大公闪: r_C 的定义知道： 

( 〔 a〕, AB) - A 


即 
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〔 a , , •••, aj” ， …， 〕= 〔a” •“， a ”!〕. 

下面对理想数 B 的生成元个数 k 行归纳法证明本题. 

(一）当 W = 1 时， 

A = 1, *•*, am〕，B = CjSj ]] 

对 A 的生成元个数 w 行归纳法，以证明1时结论成立. 

i ) 当历=1时， A = Cc ! D , B = CiSj ). 若取《=：〜，显然有 

A |〔 a 〕 且 〔 a，J = 〔〜〕， 

ii ) 假设结论对于 r " 从 2 到 1 时都成立 ，则： 

对于 Ai = 〔 a :，…， 4-2，® f - i 〕， Bj = 存在整数 di ， 合 

条件 AJ ^〕， 并且 

〔 (31 ， (X\ ^^ 2 沒 1 ， flfj- 1 ^i]] 

= 〔 A ， … ， a t - 2 , a t ^ l D ( 1 ) 

对于 A 2 =〔〜，..•， a t - 2 , a t \ B = C 0 O , 存在整数<5 2 ，合 
条件 A 2 |〔(5 2 〕， 并且 

l<5 2 ， QfJi ， … ， ff ^-2 ^ij a#i) 

= 〔》1，…， 0/ - 2 ，〜〕 （ 2 ) 

对于 A s =〔<5 i ， 心〕， B t = Ca ^ O , 存在整数 a , 合条件 A 3 | 
〔幻，并且 

〔 a ， didA ), <52(1^)〕=〔 A , d 2 〕 ( 3 ) 

肉:由 （1 ) 、 （2 ) 有 

〔1，（5 2 ， （5 A ，…， off 沒 i 〕=〔 ffi ， …， …〕 ( 4 ) 

把 （3) 代入 （4) 得 

〔 a ，= Cffi , …，七〕 

此即结沦对于 / 时也成立.从而 n = 1时本题结论成立* 
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(二）归纳 假定〃 -1时，本题结论 成立. 即对于 

A= am 〕， 〔尽 t ， …， 你 ― i 〕 



存在整数 a ， 合条件 A |〔 a 〕， 并且有 

Cff , amfiif < xm ^ k -13 

as …， am 〕 （ 5 ) 

由 （ 5 ) 有 

( 〔 tf, …, flhjSfc-u … ， am 々 fc - 1 〕 ， 〔ajfc ， 

…, ami3fc〕）= ( 〔 a! ，…， am 〕， Cafi^Jc > D) 

此即 

C «, …， am 卩” …，〜办 , …， am ^ c 〕 = Ca ” …， tfm 〕. 

故 w = Jt 时本題结论也成立•由（一）、（二）可知，本题结论正 

确. 

习腰2 任何理想数 A 皆能表为0，）3〕的形式， a 、/3 皆为整 

数，且|8可取为 A 中任何整数. 

证：设人=〔夺1， …， ewi 〕 

对 A 中任何一个整数 ft 可取 B ， 使得 

AB »〔泠〕 • 

由习题1可知，存在整数 A 合条件 A |〔 a 〕， 并且有 

(〔 a 〕, AB ) = A 

(〔 a 〕， 〔)3〕）= A 
即 0 x 9 ft = A . 

§8 理想数的基底 

习匾令®!，…，为及(9>的一组整底，则 a 叫 ( 1 < 
I 1 <;<«) 能唯一地表成 

ha 〗 +…+办 an (々全为有理整数） 

之形式乃〜 ，…，你为某 理想的基底的充分必要条件 • 

证：先证必要性 • 设〜，…， 伽是 理想数 A =〔 h , qm '} 
的基底，那么对于巧，存在整数^ 使得 
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= 乃 1 G 1 + “_ + 

因此 Gf /6)= (乃々 )3 i + … + ( ijm © )qm 

从而 « A . 又因为 A ，…， _ 是 A 的基底，故存在 有理整 

数 h， … ，如， 使《' 可唯一地表成 


a fG>j ^ x x a x + **• + Xn cin m 

再证充分性.习题中“某理想数”表明，我们只需证明合题 
设条件的 〜， …， 心是某一个具体理想数的基底即可 •下面证明 
« if …， fl?n 是人= 〔 fl ^ ，…， fln 〕的基底 • 

i) a i9 你是 A 户 〔％〕的基底 • 

对于任一整数 A ;, 存在整数 <5 feie ( d ), 使得 

Q = dOj ( 1 ) 

又因为％， … ，邮是叭的的一组整底，故有有理整数的，使<5唯一 
地表成 

<3 = + # ••+ ynOn ( 2 ) 

把 （ 2 ) 代入 （ 1 ) 得 

夂 =: 汉 i + …+ 〉 ( 3 ) 

再由已知，存在有理整数々/，使义叫可唯一地表成 


a t 0 x - + x { H an 

af> % = x % idi + **• + 

…… （4) 


a Gin — x；} 1 Cli + •** + XruiCtn 

把 (4 ) 代入 （ 3 ) 得 

q - Vi / a l + ••• + ?/ / a n … 

其中 y i ’二 y k y 21 yu^,,i C l 显然? // / 是响 

理整数，故〜 ，… ，卟是理想数 A = 〔og ( 1 的基 


底， 

ii ) a lf orn 是理想数 〔 or 〗， …，你〕的基底.对于任 
一整数 Q € A ， 存在整数4€取0)使得 
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Q = (J1 a 1 + … + a" ( 5 ) 

Z 因为 j 由。知〜，…，伽是 〔aj， 

…，〔⑹〕 的基底，故存在有理整数 Xw， 使得 

di&i = X J + ••• + A ]ndn 
d z C z — X 2 jflTj 4- ••* + XinCtn 

. C 6 ) 


^n&)t = Xni^i f •** +- Xnnffn 

把 （6 ) 代入 （ 5 ) 得 ‘ 

Q = X^i + …+ Xn ffw 


其中 X ^ = X|2 + X2 /+ *** + ( 1 ^ ^ n ) 

显然 A 是有理整数，故 A ， …，你是理想数入=〔〜，…，你 
的基底.充分性由此得证. 

说明：下面的结论并不真实 

设〜 ，…， aw € A , 则巧0;能唯一地表成 

x iQ I + * * * + Xn On 

的形式是化 ，…， fl « 为 A 的基底的充要条件. 

请看一个例子：取0=/，丑作)的一组整底是％ = 1， ©2 = i'j 
取 A = 〔1〕> a 2 = af ， a 为有理整数且士 1 . 显然 a ，， 

02 G A , 并且 0^(1 «2，1</<2)可唯一地表示成 


a x G) x = 1*«! + 0* a 2 
cr 2 ffli = 0 # ffi + \ m a % 


a i 0 z = O.flfi + l^a z 
a 2 0t - -!•«!+ 0*a 2 

但 《i=a、a 2 = d 不是〔 1 〕的基底 • 


§10 素理想数 

习羅设5 其中为有理素数，卄 
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满足下 述条件 I 

1 (mod 3 ) * g 乓 2 ， 3 ; pq 2 ^ 1 (mod9) i 

夕 -1 

-i - « - 

3 # 3 (modiO • 

求证： 

1) (否）为一三次域； 

2) 1、设、吞为 i ? (幻的一组整底> 

3) 中没有整数％使 

1 , ©, fi ) 2 

成为的整底； 

4) 试在取 <?) 中分解下列理 想数： 

〔2〕，〔3〕，〔左〕，〔幻. 

证： 1) 及(0)=及 (歹） 为一三次域 • 

0, 0 分别适合的方程 

X s - pq 2 = 0 ^tl^ 3 - P 2 q= 0 

显然都不 可化. 又对于任意的《€友(幻，都有有理数 ％、 A 、 
使得 

<r = 00 + <3^0 + 0 2 0 2 

取 = b t = fl 2 g , b 2 - - X 上式就变为 

P 

a = b Q +b x B +b z 6 Z 

此即同理可诬对于任意的也会有 
故 P (0) = R ( d ) 为一三次域. 

2) 1、0、吞为 i ?(0) 的一组整底.下而用反证法证明. 

如果1、0、否不是灭⑻的一组整底，就一定有整数丑(旬， 

flf = 00 + a i ^ + a i ^ 

其中 fl 。、 fll 、 不全是有理整数.不失一般，设 q 非有理整数， 
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且设々 i = 巧、 n 均为有理整数， (m, n) - 1 9 n > l 

n 


由 0 = 

= ^ 2 ，就有 






⑴ 

(a - a 

=a 0 

+ V 1 ) 

n 

+ ^ n)! 

Q 


J 

\ 

(2) 

a 

=a 0 

+ ^ (2) 
n 

+ ^ (2>2 
Q 



(3) 

l a : 


+ HLe(z) - 

f^0 (3)2 


n q 


再 



把 0 






代入 (1)1# 


( l ) 

a 



( 2 ) 

a 




a 


= 



( 2 ) 


设 F (x) = |~J (x-a^ ) 

/ - l 

由 （2) 有 , 

F(x)^x s - U 0 x 2 + (3a。 2 - 3•:[>。 3 + ((!) * 

•<?- 加。 （ ;: ）〜） 时 + 

因此 a 是方程 

« 3 x 3 — 3 k 3 « 0 x 2 + (3W' 2 — Zr^nuhpqU- 〔《 3 a。 3 + (m 3 q — 
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3n % a t ma 1 )pq + «*« 2 = 0 ( 3 〉 

的根. 由于 a 是整数， （3) 给出在耵 0) 内 

«*|^* m * 

因而可找到整数(幻，使得 

pq l m s = din % 

N ( pq i m i )^ N ( d l n 1 ) 

p s g a m 9 = JV ( d |) w ® 

再由 ( w ， tz ) = 1 且 w 〉1 可得 = 5 •把 w == 《代入 C 3 ) 得 

q^x z - Zq $ a 0 x 2 + <3? # «o 2 - Zq^ma t p)x- C^ 3 « 0 3 + (m z q 
-^q 1 a 0 ma 2 )pq + q*a i s p 2 ')= 0 ( 4 > 

由 （4) 知道在丑(幻内 

q 3 \ m i pq 2 f q \ m 3 p 

因此又存在整数心使得 

m s p = 6 2 ^ 

N ( m s p ) - N ( h t q ) 

m 9 p 3 = N ( d 1 ) g 9 

又由 （ m , 必 = 1，就有再据已知条件 l ( mod 3> 可 

推出柯 2 三 〆 =1 (mod 9 ) , 此与抑 * 夸 1 (mod 9 ) 相矛盾•故 

1、6)、0—定是及(0)的一组整底 • 

3) 及作)中没有整数①，使1、❾、 ® 2 是及( 0 )的整底 • 

命0为 i ?(0) 中任一整数，则有有理整数 《、&、 G 使得 

0 ) - a + b 6 + cd 

由于 05 ;蚀， e 2 = qe 9 e^pe 

因此 © 2 = (a + be-hcd ) 2 = ( a 2 + 2 bcpq ) + ( c 2 p ^ 2 ab )6 

+ ( b z q - 2 ac)Q 


1 

A { 1,6)，© 2 ) = 0 

1 0 


a a z + 2 bcpq S 2 

b c 2 p + 2ab 1 A( 1, 6>,0)- 

I 

c b 2 q + lac 1 
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= ( b 9 q - c ^ p ) % ^ 

i 〉 如果 = c z p 9 A(l, ©， 山 2 ): 0，1、非整底 • 

步 -l 

ii ) 如果 fch ^ rc 3 少 + 1 ，办 ( fc s «) 8 琴 1 (rn 

p- i ,zi 

odp ) J 又因为 b 卜 bl< mo 办〉 故 5 * =l(modi>)， 与 g 8 ^ 1 


( modp ) 相 矛盾. p i 

iii 〉 如果梦一 1，三- 1 ( inod ^) ，因想为 


步 -1 

偶数，也有 


p-i 


( modi >) ,仍然与 a—T _ l ( mod !0 矛盾 • 


从 i ) 、 ii ) 、出）可知 


fc3 e — C 3p 今 0j b Z q-C^p^r ± 1 


因此 


且 


△ (1, co ， ffl 2 )= 0 ( modA ) 

\ A (1, ©, © 2 )|> l ^ l . 


故1、 ©， G >* 不是灭⑻的一组整底 • 

在及 (0) 中分解下列理想数 


4) 


〔2〕，〔3〕， 〔 P 〕， 〔3〕. 


先算出叭幻的基数十 


A ^ A (1 9 B , 6) 


0 (1) 0 (1> 


( 2 ) 


( 2 ) 


(3) J ⑶ 

9 d 
e a) ls w 

5 

0 ⑵ la <2) 

<i 

，） V 3) 

<i 
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以 P 、 Q 、 R 表 i ?(0) 上的素理想数 , 0 表单位理想数•首先证明 
〔2〕是扒 0) 上的一个素理想数 • 

在 i ? 作) 上， 〔2〕的分解式为下列五种形式 之一： 
i ) 〔2〕= PQR , P 、 Q 、 R 各不相同，而 iV ( P ) = iV ( Q ) 

=N (H) ~ 2 t 

H ) 〔2〕= P 2 Q，P 与 Q， 而 iV(P) = 爾 )=2, 
iii) 〔2 〕= P 3 ， iV(P)= 2 , 

F ) 〔2〕= PQ ， iV ( P )= 2 而 iV ( Q )=2 2 , 

Y) 〔2〕= P，N<P) =2 3 . 

对于前四种情形，〔 2〕都有距为 2 的素因子 P ， 因此首先研究这 
种情形.设 

<2 0 , 6 0 + b { 9 , c 0 + CiO + c 2 0 
为 P 的一组标准基底，则 

0 9 C | < cb j m 

又因 5 均在 p 中，所以又有、<〜， C z < a 0 , 于是，由 
N (P) = a 0 b i c 2 - 2 得 

0 q ~ 2 f ^ I ~ ^ z ~ c I ~ 0 j ^ q — 0或 1 ， c q ~ 0 或 1 

因此 P 必为如下四种形式之一： 

〔2， 0， d^f C 2 , e f 1 + 0 ], 

〔2， 1 + d 9 0〕, 〔2， 1 +0， 1 + 0〕• 

显然 P #〔2, 0， 歹 〕， 否则 0. f =妁 也在 P 中•而（抑，2)=1， 

于是 P = 0. 同理可证 P 年〔 2, （9, 1 + 歹〕， P # 〔2， 1+6>, 
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0〕. 因此〔2〕在 i) 〜 F) 的分解形式中只可能是第 iii) 种形式， 
即 


〔 2 〕 = 〔 2 ， 1+0， 1 + 0 〕 3 = P 3 . 

上式给出 P 3 | 2 ， P 2 丨 2 . 

另外， * I > dekuKl 判别式 定理： P a | h 的充要条件是 
这里办 1 = 2 , - 27 p 2 q '\ 1 (mod 3 ) » 2 ,故 

〔 2 〕年 P 3 . 

故〔2〕的分解形式不是 i ) 〜 F ) 四种形式，而只能是第 F ) 
种形式.也就是说，[:2〕是 i ?(0) 上的素理想数. 

再证明〔 3 〕在及(<9)上的分解式为 

〔3〕=〔3，2+0 ，2 + By t 当1 (mod 3 ) 时； 

〔 3 〕 = 〔 3 ， 2+0 ， 1 + 0 〕 3 ， 当兑三 2 (mod 3 ) 时 . 

〔3 〕在及(0〉上的分解式只能是下列五种形式之一： 

i) 〔 3〕= PQR ， P 、 Q 、 R 各不相同，而 iV(P)=iV(Q) 

= N ( R ) = 3 j 

ii) C3] = P 2 Q, P^fQ 而 JV(P) = iV(Q)= 3 I 

iii) 〔 3〕= P 3 ， iV(P)= 3, 

F) C 3 D - PQ, N<P)=3 ， iV(Q) = 3S 
Y) C3〕= P ， N(P) = 3 3 . 

前四种情形，〔 3〕都有距为 3 的素因子 P . 先研究此种情形•设 

a 。， 办 0 +厶 1 沒 ’ Cq cid + Co, 0 

为 P 的一组标准基底，则 

厶0<^ 0 ， Cq < C . Oq 9 ci<^,b i 

乂因 a Q 0、 均在 P 中，因此.由 

N (P) — a^b { c 2 = 3 

nja 。： 3， ^ ~ ^2 ™ 1 > c j = 0 j 办。 = 0 1 或 2 f c 。 () 

或 1 或 2 , 
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闪 此 P 可 能为下而九种形式之一： — 

〔3,0， 0〕j 〔3， 1+0， 0 ], 〔3， 2 +<9，吞〕 j 

〔3, 0， 1 + 6〕； 〔3， 1+0， 1 + 0〕； 〔3， 2+0， 

1 + 0 ^ _ 

〔3, 0， 2 + 0〕； 〔3， 1+0， 2 + 0〕； C3, 2 +0, 

2 + 3〕. 

P^C3, 6 9 0〕，否则00 =N 也在 P 中，而（抑，3)=1，从而 

p = o, 此与 P 为素理想数矛盾.同理 _ 可证 

P 乓〔3, 0， 1 + 0〕 

P=¥〔3, 0， 2+5〕 

P#C 3, 1 +0，吞〕 

P#〔3， 1+0， 1 + 0〕，其理由为 

3，1+沒， 1+® 

不能是基底，否则由 _ 

(l + d )6 ^ 3 x x + x z ( 1 + 8 ) + x ^( 1 + 吞） 

y^-l* - - -— 

ra 1 3 

其中 h、 〜、 h 都是有理整数，因此3 4+ 1，此与题设1 

m 

(mod 3 ) 相矛盾； 

P#C3, 1+0， 2 + 0〕，否则由 

C 2 + 0) 0 — I + ( 1 +沒）+欠 3(2 + 0) 得 

P + 4 

v —一 」_ 

Xi — 3 

也与 jp 三 1 (mod 3 ) 矛盾； 

P# C3 ， 2 +0，0〕，否则由 

( 2 +6)0= 3^i +x z (2 +d) 

得 + 4 = 0 


此也不可能. 


因此， p 只可能是如下两种形式之一 t 
〔3， 2+0， 1 + 0〕, 〔3, 2+0, 2 + 0〕. 

当5三 l ( mod 3) 时 • P #〔3, 2+0, 1 + f 〕, •否则 
0(1+ 0) — (2 + 6 ) 2 

也在 P 中， 而伽 - 2，3)=1，从而 P = 0， 此不可能. 
另一方面： 

(2 + 6 ) 8 = — 皆 -4 *3 + 2(2 +$) + q (2 + 0 ) 

(2 + 6)6 =^ izJ _. 3 +2(2 +0) 

o 

(2 + 6)6 =- 紗： 4 • 3 + 夕 （2 + d ) + 2 (2 + 6 ) 


(2 十 0 )0=^_1. 3 + 2(2 +0) 

o 

因此 3，2 + 6 , 2 +6 

的确是素理想数 P 的一组 标准基底. 再由 Dedekind 判别式定理可 
知，1 (mod 3 ) 时 

〔3〕 = 〔3，2+0，2 + 0〕3 

当5三2 (mod 3) 时， P=¥ C 3 , 2+6, 2+"5〕，否则 

0(2 + 6 ) — 2(2 + 6 )= pq — 4 

也在卩中* 而 (pg - 4, 3)=1, 从而 p = 0, 此不可能. 

另一 方面： * 

(2 + 0)0 = 一 又十 3 4 -.3+ 2( 2 +0) + ^( 1 + 0) 

(2+ 0 ) ? = 2 *3 + 2( 1 + 歹> 


(X+9) e = 一 ？^ ±i • 


t, 


3 + p (2 + d ) + (! + & ) 


m 


(1 + 0 2 *3+(2 +0) 

3 


因此 


3 , 2 + 6 , 


的确是素理想数 1? 的一组标准基底，再由 Dedekind 

可知当3三2 (mod 3 ) 时 — 

〔3〕=〔3，2 +0, 1 + 吞〕 

综上所述，〔 3〕在及(0)上的分解式为： 


判别式定理 


_ 


C 3 D 


3 ， 




2+0，2 + 百〕 2 ，当1 (mod 3 ) 时； 
2+0，1 + 百〕 3 ，当3三2 (mod 3) 时. 


鉛后证明〔5〕，〔幻在則 0 >上巧分解式为 

〔们=〔少，0，豆〕 3 

c ^ = Cg , 0 , ey 

〔 fO 在五 ( 0 上的分解式只能長下列五种形式 之一： 
i ) q > pQ r ， p 、 Q 、 R 各不相同，而且 二 n ( q ) 


= N (R) - 

ii ) ㈤ 二 P 2 Q ， P \ Q , N ( P )- iV ( Q)-^i 


iii ) 〔夕〕二 pS ， N ( P ) 二 P ; 

JT) CW - PQ, N(P) = P ， N(Q) = P 、 


Y ) 〔fO = P ， ^(P) = • 

細种形式，〔 : p 〕 都有距为働素因子 p ， 因此先研究这种情形 • 


设 — 

a Q9 b 0 + b { 6 9 c 0 +Ci0 + c 2 ^ 

为 P 的一组标准®底，则 

b Q <C^a9 ( 0 < < 2 0，1 • 

又因％0，均在 P 中，故有 

b ^ q j c ^ o • 

由 N (P) iC 2 = p 
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可得 ％=化 b ^ c 2 = 1, C 1= 0, b 0> C D 取 o , 1， …，; 1 诸 
数中的一数 • 因此， P 为下面 〆 种形式之一： 

Cp , a + O f b + e ^ 9 o 夕 _ 1 ， o - 1 • 

因为 a-f 0、办 + 0 均在 P 中，即有 

P|〔a + 0〕， P |〔6 + 7〕. 

丙此在 i ?(0) 上可找到二理想数 Al 、 a 2 , 使得 

= PA J , Cb + 0 ^ = PA 2 ； 

N(a + $)=N(P)N(A l ) } N(b+ f) =N(P)N(A 丄 
又因为 iV ( P )=^ 且 Aqpj ， N ( P 2 ) 均为有理整数，故有 

N {a 十 0) e o (modp) 

N(b + d )=0 ( mod 夕） 

再由 a 7 分别是方程 

xS ~ 抑 2 和％ 3 =公 2 沒 

的根知道 a + 0、6 + 0分别是方程 

( x _ a )3 r = 抑 2 和 (x — b ) 3 = p 、 

的根 • 由根与系数的关系就有 

N (a + 8) - a s + pq 2 
N(b + 0) =b 3 +p 2 q 
故 a 、& 适合三次同 余式： 

a 3 + pq z ^0( modp ) 

厶 3 p z q ~0( modp ) 

因为 0 l , 因此上面两个同余式给出 

g = Q 9 从而 

0 , 0 〕. 

另一方而： 

6*0 - q 0 

6 % 6 =： pq 
0 -0 =： pO 
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因此 p ， e , 百 

的确是 P 的一组标准基底.再由 Dedekind 判别式定理可得 

e 9 ey 

用完全相同的方法可得 一 

〔9〕=〔5，沒，0〕 3 . 

故〔: P 〕， 〔3〕在及⑼上的分解$为 

〔少〕=〔?，疔，0〕 * 

C fi D*C3, o f ey. 


§ 11单位数 

习麵试证若基本单位数的系数为有理整 
数，则 X 、 Y 为 

u z -v 2 D = N(v) _ 

的最小正整数解. 若 x 、 y 不是有理整数，则 V = « + 的系数 

tt 、 V 即为上式的最小正整数解 • 

证： i ) 如果 x 、 y 为有理整数•设 

u 0 + v 0 ^/D 

是不定方程 

u 2 -v 2 D = N(v) 

的基本解，则存在整数 7 «，使得 __ 

x+yJd = (M 0 +v 0 v5") m (i) 

又因豆是基本单位数，故也可 巧到整 数《，使得 

u a +v 0 ^/D^a + y^D)n ( 2 ) 

把 （ 2 ) 代入 （ 1 ) 得 _ 

X + YjD = (X + YVS*) mn 

从而 m = n = 1或 wi = n = - 1 • 但是 w = - 1给出0 ,此 
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k ^ + Y ^/ n~^f 上的基本单位数； r > o 、 V > o 相茅 

盾， 故1 • 


此时有 X + Y ^ D ^ u 0 + v 0 ^D 

所以 X 、 y 为 u z -v 2 D = N(n) 

的最小正整 数解. 


质有 



如果 X 、 Y 非有理整数，由二次域丑^^江）的基本性 





2 


> a> 0 


9 


b >0 9 


由 

得 

再由 


a - b = 1 (mod2), D= 1 (mod 4) 

X (mod 4 ) 

乃注 1, 5(mod3) 



和 — b 2 Z) = 4 ^V(tj) 

得 JD= 5 (mod 8 ) 

因若 1 (mod 8 ) 

l(mod8), N( V ) = ± i, a 2 - 办 2 D = 4 iv ⑻ 

就会给出 


0 = ± 4 (mod 8 

此不可能*另一方面 



7J 2 rr 


a z +b z D t ab y7 r 

j - - + ~ V L) 

4 2 v 


其中 


a z + b 2 D 

4~~ 


和 


ah 

J 


429 



均非有理整数 • 

3 a{a^Zb' l D) bjSa 1 +b^D) 
V = -- ^ ^ 8 


其中 


a{a l + Zb 2 D) 


^b(Za 2 + b z D) 

8 


均为有理整数，并且显然存 

o " 

故乃 3 的系数为不定方程 w2 _ 〃 2Z)== 的最小正整数角 1 ^ 


§4族 

习题1当4>0,而基本单位数适合 N (7 1) 二 + 1时，试求 

理想数〔 VI 〕的特 征系. 一 

解 ： 设匕，…， b 为 △的 奇素数因子，«= V A » A =^ D . 

显然 aGA . 又从 — 

= V'Z(-- ^ N(A)^A 

- rm ( 2 A、= (— 1 ， 2 - 1 

可得 \mxr / 


故理想数人 = 〕的特征系为 


N(a) /N(A) ^ = ( 二丄 ) 


pi / 


(一 


2 


,1 < i<s 


Pi 


及 d ( a )=( — 


2 


N(a) 

NCA ) 


1 


〕 



A 


3 (mod 4 ) j 


e ( a ) = ( 一 1) 


8 






1 


1 
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若 ^ - 2 ( mods ) , 

d ( a ) e ( a ) = - 1, 若 ^=6( mod8). 

习题2 若理想数 A 的特征系与 B 或 B〔VZ〕 的特征系相同， 

则称 A 与 B 屈于同一族（广义的） • 试证在这样的定义之下，若 A 

〜 B ，则 A 、 B 必屈于同一族，且每一族中所含的类数相同. 

证：先证如果 A 〜 B， 则 A、B 必属于同一族（广义的）•因为 

狭义相似类的特征系全同，故只需证明如果 A 〜 B， 就一定有 A a B 
或人=13〔^/2—〕即可. 

闪为 A 〜 B， 故有整数 a、 PeR (^/ D ) ,使得 

〔 a 〕 A = Q3 〕 B. 

i) 如果厶<0.设 

李 a + b : / D ， a 、 △为 有现整数 

II a = b(mod 2 ) ? l(mod 7) 时； 

0 (mod 2 ) ，当乃三 2 ， 3 (mod 4 ) 时； 

/ 乃， 当 D 三 1 (mod 4) 时； 

[40，当£^2，3 (mod 4) 时. 

闪为 z \< o ， 从而 

D <0, iV (^)=^ A ^->0 

4 

故 a ^ b # 

讨论：如采 N(rj) - - 1 , \ k \ y } 

〔 ?; 〕 C\/A^ - Cy/AJC 1 ] 

FI N (7 j%/A ) - A >0 9 

故 〔v/4〕〜〔l〕， 

即〔 〆 △ 〕 M _: 发，此种 _ h f f 肜 〔\ A \ ] 的特征位企邡力 i , 



ii) 如果 0 而基本单位数 1 适合 N Ol) = - 1 •则因 

〔 a 〕 A = Q 3〕 B=_A 

并且 N ( a )3) 与 N ( aj 37 j ) 中必有一为正，故此种情形也有 

A « B . 

iii) 如果 0 ,而基本单位数 1 适合 Wh) = 1 


则当尺(的)>0时，就有 
当 N(aj3)<0 时，由〔<0八=〔幻8可得 

ta\/A = 〔3〕 B 〔 V 厶〕 

且因 N(a#P)=N0y^)N ⑽）=-厶則0阶>0 

故此时就有 A « BCV ^^. 

再证每一族（广义的）中所含的类数相同 • 一 
我们称 A 、 B 属于同一类，当且仅当 A » B 或者 A « BU / d 〕 

定义， 把取 W ) 中的理想数分成^类： 

{ Ai } , { A 2 } , — { Ah } 

不失一般，可设类 { Ai}, …， {Ai } 的特征值合条件：理想数 
七或者句 〔 VI 〕 的特征值全为1，用 1 表示主族，显 


« 


照此 


然 

1= { { A ! } ， { A 2 } ， …， { Ai } } 

再用 1 {A } 表 I 中各类与 { A } 乘积类的集合，即 

I { A } = {{ AA ! }, { AA 2 }, { AAi } }. 

若将理想数类分成若千集合： 

I, I{A'f + i}, I{ A'i + 2 } ， ••• ， I{A、} ( 1) 

其中 { A'fc } 不在 I ， I { A/i + i }， …， I { Ah - i } 之中，而 

A'i + i ， …， A’h 


是 Ai + i， …， Aft 

的一个全排列 • 易见必无理想数类同时属于 （ °中二个不同的 
集合 • 因若不然，可设 
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{ A}6l{A / i + 2 } 

从而找到类 { A 。}, {丑。}€1,使得 

{ A }={ A 0 }{ A'i + 1 } 

{ A } = { B 0 }{ A / i + 2 } 

从而 { A 0 } { A 7 i + i } = { B 0 }{ A 7 i + 2 } ( 2 ) 

设类 { B 。} 的逆类为 { R 。}, 即 

RoB 0 = Cflj, a 为自 然数. 

(2) 式两边同乘 { R 。} ， 得 

{RoAo }{ AU^i 卜 { M }{ A f i + 2 } (3) 

又因为 { 〔 a 〕 }={ 〔 l〕} 

代入 （3) 式得 { RoA 。} { A ~ + 1 } = { A ~ + 2 } <4) 

再由 €1, (4) 式就给出 

{A f i +Z }GI{ A^ + i } 

与假设矛盾 _ 


另一方面，理想数 AB 的特征系中各值即为 A 、 B 的对应特征值 
的乘积 • 又因为 { A 、}(/+ 1 中任意两个理想数 A ， r 、 

A " r 合条件 A ' r 勿 A 〃 r 或 A ~« A " r 〔^/ Z 〕， 而狭义相似类的特征 
系又是全同的，因此 A / r 的特征系与 A 〃 r 或 A〃 r 的特征系 

相同•所以 （1) 中任一集合内的各类都在同一族中 • 又从前证知 
道，无理想数类同时属于 （1) 中二个不同的集合，从而 （1) 


中不同的集合属于不同的族，因此 （1) 中每一集合即为 一族. 
再因为 I { A 、}(*+ 中任何二类都不相同(从 I { A } 的 

定义立得）， iftl { A \ } (*+ 1 中所含理想数类的类数 

与 I 中所含理想数类的类数均为/，此即每族中所含类数相同 • 
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第十七章代数数与超越数 

一 、提 要 

定义 一 实数可以看成直线上一点，一组实数称为一个点 

集. 

定义如果两个点集之间可以建立 一一 对应关系，则称它们 
为同幂. 

同幂关系有如下三性质： 

i ) >4与/同幂； 

ii ) 若/与 B 同幂,‘则 B 与/同 幂； 

iii ) 若 A 与 B ， B 与 C 同幂，则崖与 C 同幂. 

定义与自然数集同幂的点集称为无限可数集; 无限 可数集 

与有限集都称为可数集. 

定理1 可数个可数集的并集是可数集. 

定理2 有理数集是可 数集. 

定理 3 (0, 1) 屮的全体实数成一不可数集 • 

定理 4 全体代数数成一可 数集. 

定义非代数数的数称为超 越数. 

定理 5 有超越数存在. 

定理 6 任一 n 次实代数数不能有 〃级以 上的有理渐近分数， 

即若 I 是一 n 次代数数，则对任一(5> 0及/> 0，适合不等式 
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的有现整数解 o 的对数有限. 

定理 7 设 3 及 

f ( x ， y ) - b Q x n + 1汉 +… +&n ?/ n 

为一不可化齐次多项式，其系数为有理整数. 

又设 g ( x , y ) = 2 Srsxr t /5 

r + 5<n- 3 

为一次数至多是 n - 3 的有理乘数多项式.则不定方程 

f ( x , y ) = g ( x 、 y ) 

至多有冇限对整数解 ( x ，?/ ). 

定理8 设 3 及 

g ( x 9 y ) 二 b 0 x n + b l xn - iy + ... + b n yn 

为一有现整系数不可化齐次多项式， a 为有理整数，则 

g ( x ^ y ) = a 

至多 有有限多组整数解. 

定理 9 设《> 3， b 1 ~ i ac ^ 0 , ad \ 0 , 则不定方程 

ay 1 +by + c = dx n 

仅有有限个解. 

定理10 设 及 

f ( z ) = a n + a n ~ iz n ~^ + •- + a l z + a 0 

是一个整系数的 n 次不可约（有理数域上）多项式，则不定方程 

H ( x , y ) = an x n + an ~ ix n ~ it / + ••- + a l xy n ~ i + a 0 zfi = c 

仅有农限多组整数解 H 其中 c 是给定的整数. 

定理11 e 是超越数. 

定理12 r 是超越数. 

定理 13 ^是超越数. 



定理 14 如果 a 是代数数，0 , 1, 3是一个非有理的代 
数数， 则# 是超越数， 

定现19 任给 w 个不同的代数数 


Oif a lf am 

则数 e % A , •••, #• 

在全体代数數所成的域上线性无关. 

定理16设心， •••， 你是任给的?!个0*> 2 > 非零代 数数, 

如果 

logffj, ―, loga n 

在有理数域上线性无关，则 

1, logq ，…， logon 

在全体代数数所成的域上也是线性无关的 * 


二、题 解 

§1超越数之存在定理 

j 

习題1求出定理 2 之证明中(〜 &)= 1) 之地位 • 

解 t 定理 2 的证明方法，主要是将0与1之间的既约分数先 
依分母大小，再依分子大小排列成如下形式， 

i 01112131234 

了，了， Y ， T ， 了， T ， TH ， T ， I， … ( n 

并且断言 （1) 成一无穷可数 集合. 

下面将证明此点，即证明数列 （1) 与自然数集合 iv 等幂. 
从而我们可以说： 0与1之间的有理数的个数与全体有理数的个 
数“一样多” • 
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按照这一规则，我们举例如下 f 


f ( 0 ) - 1, 


3 


2 


f 


(i) = 


用 <? co , 1 〕 表示数列 （1> 所成的 集合*作函数 

/$ C^co# 

如下图中箭头所指方向，只是有些数要去掉，如 I , I ,去等均表 
同一数 ■! ••这样我们的/只对第一个出现 的+有 定义，并且/ 

= 3 ,不再定义/(!■)、/(!>) 了， 


6 


5 


4 


S 


2 



參 


_ # 


5 | b • « 




3 


4-5 4 

4 CO 10 \ 3 I 6 • • 


丨 - 
2-3 \ 215 


A 


一 1 


12 


8 


-4 


5 


2 6 . • 


6 • • 


2 


3 


4 


5 


6 
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，( 士 ) = 3 ， ，(务)= 9 ， 

Kf ) = 4 ， ’(务) =1 °， 

，( f ) = 5 ， K {)= n ； 

Kr) = 6, …… 

显然，上述定义的函数 /: Qco , 1 〕 一 是一个双射函数，这样 
就证明了&0, 与 N 等幂， 再由定理1知有理数集0也是无穷可 
数集，因此， C 〔 g , 1〕与0 等幂. 于是可 以说： 0与1之间的有理 
数的个数与全体有理数的个数“一样 多”. 

习题2 证明可数集之分集为可数集. 

证： i ) 如果2为有限可数集，那么它的任一分集也是有 
限集，从而是可数集. 

ii ) 如果 A 为无限可数集，则 Z 中所有元素可排列成无穷序 

列： 


( 1 1 ，“ 2， 0 3,…，％，… 

如果是2的一个有限子集，由定义就知是可数集. 

如果 X * 是/的一个无限子集，则所有属于的 a 的下标作成 
全体自然数所成集合”的一个无穷子集 7 V *. 由于 iV 的任何无穷子 
集都可按其元素的大小排成一个无穷序列，因此是可数集合， 
而，与，成1 ~ 1对应，所以#也是可数集合. 

$ 2 Liouville 定理及超越数例子 

习题作出一不可数集，其中每一数都是超越数 e 
解：作集合 
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A 


ro 


2 


七是 TH 实数并且 


m 


川！， ^ 〆 

10 1 < CaJ < Ca 2 ^< 


山实数集合不可数，可以知逍集合乂也是一个不可数集合 • 下而 
再证明2中每一个元素都是超越数. 


命 ccn 


] ()0^〕 • 11 10〔〜〕 • 21 


+ 


IQCan '} * n ： 


Q 


Q = 10〔*^〕•川 • 


则 0 < 会一 




P 二 1 , 

q 10 〔 Gji + i〕（，i 十 1)1 ^QC^n+a3(^ + 2) 1 


■' + 


< 


l 0〔 a wi〕（ n + n ! 


1 0 〔〜 i〕（ n + 2)! 


< 


lQZa n+ 0(?i^i)i 


— + — 

10 10 2 


• * » 


10 

~9 


10〔 a «+ i〕（ n + 1)t 


< 


10 

^9 


10 〔⑹〕 (n + l)! 


10 

"9 


Q 


n +1 


此 n 可以任意，故由提要中定理 6 可知 4 不是代数数.此 即/中 所 
有元素都是超越数，故/就是介题设条件的•一个 集合. 


§5 Thue 定理之应用 


习题1 设 n 为一奇数 > 1 . 依次排列向然数之平方及《 次 

方： 

证明 Z V ^ l - Z V — oo # 
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证：如果 办 + 1 -Zv 4°°不真，那么就一定存在一个正接數 
M ， 使得有无穷 多个办 满足 

^v + i-^v<M 

从而至少有一个正整数^<%，使得 

Zy + \ — Zy = k 

有无穷多组解，即是在下列诸方程 


X 


x n -y n 


—yn 二 Jc 


x n _y 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 


之中，至少有一个具有无穷多组解 • 

由于;只能有有限组正整数解，因此方程 （1) 只有有 

限组正整数解. 

由于 x n ~ 1 + x n ^ z y+ ••• + xy n ~ 2 + y n ~ 1 ^k 

只有有限组正整数解，因此方程 （2) 也只有有限组正整数解 


再从提要中定理 9 知道，方程 （3) 、 （4) 只能有有限组 


正整数解* 


这些就与方程 （1) 〜 （ 4 ) 中至少有一个有无穷多组正整数 


解相 矛盾. 故有 


- Zv 




习鼸2 命<4> 二 min (4 - 〔4〕，〔4〕 


,且 n 为奇数 


>1,则 


n n 

limx 2 <% 2 > 

x+co 

x 非平方数 


oo 


_ 


n 


证：如果 x 2 < x 2 > 


不真，则一定存在正整数 M ， 使得有 


无穷多个足 
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n 

当 < A > 


〔 U 、 时，如果 

n 

2 <x 2 > - >oo 


f. 


不真，则存在无穷多个 X , 使得 


更有 

由 （1) 有 


x n - ([> 2 〕+ 


n n 

{ x 2 }<M 

n 

O 2 〕{ x 2 } < M . 
_n ri 

x 2 ( x 2 - [> 2 〕）<M 


n n 

x n - x 2 0 c 2 〕< A 1 

ri 

{x^ } )Cx^<M 


n n 

x n - 〔一 〕 2 < { x 2 } 〔尤 2 〕 + AI 


把 （ 2 ) 代入 （ 3) 得 


!L 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


x n - 0 2 〕 2 < 2 M 

n 

又因为因此由上式可知，至少存在一个正整 
数 t <2 Af , 使方程 

n_ 

x n - O 2 〕 2 = Jt 

有无穷多个正整 数解. 由定理9知此不 可能. 


ii) 


n _ n _ n 

当 < A >= 〔#〕+ 1 时，如果 


n n 

X 2 <x 2 } - >oo 
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不真，则有无穷多个 Z 满足 


n n 

x 2 <x 2 ><M 


n 




n 


x 2 ( Cx 2 ') + 1 - x 2 ) <M 


n n 


x 2 (Cx 2 ^ + l ) O n + M 


n 


x n (Cx 2 ^\ 


) 2 <(x n + M) 2 


n 


n 


x n ( 〔 x 2 〕 2 + 2 〔内 + 1 )<x2n+2x n M + M z 


n 

0 2 〕 2 + 20 2 〕+ l < A ： n + 2 M 


M 


2 


X 


n 


因此当 X 充分大时有 


n 


n 


[> 2 〕 2 + 2[> 2 〕+ 1 - X n <2M + 1 
又因为 [> 2 〕 2 + 2〔 at 2 〕+ 1 - x n 


(x 


n 

2 

n 


n 


n 


n 


{ x 2 } ) 2 + 2 ( x 2 - { x 2 }) 






>( x 2 - l ) 2 + 2 ( x 2 - 1 ) + 1 


x 


n 


x 


n 

2 


1 + 2 x 


n 
■— ， 

2 


2 + 




所以由 （4) 式可知，至少存在一个正整数 2 M 
程 


!L 


n_ 


Cx 2 y + 2 Cx 2 ^\ + 1 - x n 


即 




n 


〔 X 2 〕 2 + 2 2 3 + ( 1 -k x ) =x n 


有无穷多个正整数解，此仍与定理9矛盾. 

由 i ) 、 ii ) 可知 


(4) 


，使方 
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n n 

■ - 1 - 

limx 2 <a: 2 ) =： co 
x^co 
X 非平方数 


说明：本题中没有条件 “ n 为奇数”，显然有误，因若 n 为偶数，则 

n n n 

<x 2 > 二 o , limx 2 <x 2 ^ o 气 oo 

X^-OO 

X 非平方数 

听以^必为夺数,另外，作为 Thue 定理的应用练习，就应与习题 1 一样加 此条阼 . 


§ 7 a 之超越性 


习睡1 若在是非零有理数，则 sixihg 是超 越数 . 
证：不失一般，可设 

( a 9 办 ） =1，0， b〉Q 

%w 

此时 sinh 茗 ~~.~ € ^ 

2 

变为 sin hj = Z_ g ' 

a 2 

b h 

故只需要证明 - e 飞 

为超越数便可 _ 

上 1 

e “为超越数 • 否则可设 W 适合有理系数方程 


ct t x n + an - i ； c n - 1 +…〜二0 



b \ n 

) +« n-i 
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bn 


€ 


u 


十沒 n -1 (ir 


1) 



(斗 


十 tfo = 



i 

因此 0 也是代数数，进而 




a 




b 


也是代 数数. 此不可能，故 — 是超越数. 


如果 

是代数数.又因为 


b 

€ a - C 


b 


3( -r«) = ~ 


Jb 

故由根与系数的关系知道 P 是方程 

— ctx —1=0 

b b 

的根，再由16章第1节习题1知是代数数，此与前证 c 5 是超 
越数相矛盾.因此 


b 


e u - e 


是超越数. 


说明 * 原题中的条件 “4是有理数”显然应改为 “4是非零有理数” _因为当 4 = o 
时， 

^0 — g' 0 

sinh| = sinho = —— ^ —— = 0 

是代数数. 


习腰2 证明 d 是超越数.因之证明 sin 1是超越数. 

证：此处证明&是超越数所用的方法，与本书证明 e 是起越 
数所用的方法 （§ 6 Th Z9 rA 3 ) 相同，即只需把多项式 f 00的系 
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数 _ 广到*擊域,把 整除窠 义从有理整_推广到 G 扑 y 整环上就 
可以了， 

m 命 

« 

/ W - 2 是复数， 

m^Q 

n 

F(x)^^f(k)(x), F(0)e 3( -F(x)^Q(x) 9 

fc = o 


则 


f v 

\Q(x)\^e^^\a m \ |x| m 


m = o 


证 I 有恒等式 


ft n 


^>=22 


a m 


m 


fc = 0 W = fc 


( m - k)l 


im-fc 


m 


2 

m - o fc = o 


m \ 


m - k )\ 


xtn-fc 


m 


2 

m = o fc = 0 


特别，有 


^( o )=2 an ^ • 

m*o 


oo 


m 


ft \ Q ( x )\= 2 〜 S '?!-》- 22 




m=0 fc=0 


m -0 fc = 0 



« 


oo 


2^ 2 it xk 

m = o fc = m+1 4 


n oo 

<2 i ^2 

m = 0 Jt = m + i 


*7 





v co l n 

= 2 kii 中 

tft - 0 l ~ i * fti = 0 


下而证明 d 是超越数.使 W 反证法.假定 d 适合 PU )。 0 , 


而 


m 


P ( x )^ ， go 与 0 ， m 〉 0 

h = o 

此处私是有理数整.命有理素数?合条件 

p > max ( m 9 | g 0 |) 

m 


又命 fM 


x p ^ 1 Y ] ( ih - x) p 

_ h-l __ 

( P ^ V ] ^ 


n 


2 v fc 


fc = o 


此处％是复数且％ %(夕) . 


由于&是0的 f 重根，故可写为 


fix ) 


( P n mi ) p x p ’ 1 + Apx p + … 


(卜 1) ! 


( 1 ) 


一 Bp^(x- ih)P + Bp + l, ^(z—//z) 公十 1 十 … 

■ • ■ I ■■ ■■ — •■•_ - ^ - ~■■ ■■■ ■ —■— — -■ - - 

(p — i) i 

此处太 B 都为 Gauss 整数. 由此 / U ) 做出引理中的 FU ) 及 Q U ), 
则 

m 

0 ^F(0)P(ei)= ： F(0)^ i g h e^ 

h = 0 

v" _ 

n ? tv. 

= ^ S h F { ih ) + ^ g h Q 0 h ) (2) 

h = 0 H = 0 

又已知 


446 



n 


m 


n 


☆ 2 f(fc)(0) + 2^2 /(fc)(//i) 

h ， 、) k~0 h = 1 k u 


in 


- g 0 (d m mi )^ + pAp+ )+ 2 以 ( 卿， h + P(P + l)Bp^i,h + 

h = l 

此为一 Gauss 整数. 上式右边 


攀丨* 


p^rgoO r m 

而其余各项都是 p 的倍数，故有 


n 










否则 


2㈣) 


h = 0 


m 


0 


^ h Fdh) 


h - 0 


p\g 0 (i m ml ) 

此与公 > max ( m ， I 心丨）相矛盾. 


P 


再证明有一素数左>^^(/«、使 


m 


2 办⑽) 


h 


<1 


则由 （2) 式引出矛盾，从而 d 不可能是代 数数. 
据引理和 （1) 式可得 


I ^ 

Q(x) | 分 ]am | \x\ m 


m 


m 




x 


1 




P 


(P- 1)1 


( 3 ) 
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当固定时，易证 


e 



W 卜 1 TT< A +w) p 

__h = 1_ 

(卜 1) I 



从而 （3) 式给出 \ Q ( x)\-^o 

所以任给正有理数 e < 1, 总可使得 


10( 沿）丨< 


e 

(m+ 1 )g 


成立.其中 

\Q(iH) I = m&x\Q(ih) \ 9 g = max|g^| 

0 <h<m o <h<m 

m m 

故 I ^2s h 0(ih) I < 2 1 hI IQ ( 泣 )I < <料 1 )S\00H) I 
ft = 0 h = 0 


<(m+ l)g 


e 

(jn+ 1 )g 


=r e< 





上面就证明了 〆 是超 越数. 最后证明 sinl 是超越数.如果 si ni 


是代数数，则由 


cos 2 l - 1 - sin 2 l 


知 cos 2 l 是代数数，从而可推出 cosl 是代数数.因此， tf^cosl 
/ sinl 也是代数数，此与前证^是超越数相矛盾. 


讨论 t 以上二《，如果使用提栗中定理15进行证明就很简单. 
先看习如果 

p| -e" 忘 

sinh4 = - -^-- a 

是 代数败戊为非零有理败），則 
即 e'fl 忘-忘 

在代数数域上线性相关，此与定理15矛盾. 

再看习题 2. 如果是代数数，则 
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e\ - ae 0 = o 

W e { f 

在代数数域上线性相关，也与定理15矛盾. 

第十八章 Waring 问鼷及 Prouhot-Tarry 问踴 

(略） 


!> 
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第十九章 UJ h h p e b m aH 密率 


一 、提 要 

定义命 A 表一由一些互不相同的非负整数 a 所成的集合 • 
命表 A 中不大于 k 的正整数的个数，即 

A ( n ) = 2 

l«n 

若有正数 a 存在，使对任一正整数 n 常有 

A ( n ) > an ， 

则此集合称为有正密率的集合.有此性质的最大的《称为此集合 
的正密率.正密率也可称为密率，如果用 A ) 表示集合 A 的密率, 
显然有 

d ( A ) - inf — 八⑻ • 

定义所有形如 

a + b, aeA, beB 

的整数所成的集合称为 A 、 B 的和集，并表示为 

A + B = C . 

r 定理1 ®C = A + B ^06 Aj y , «和3分别表 C 、 A 、 B 的密 
率，则 

y>a + - ajS. 

定理 2 若 ( KA , a + jSSl ， 则0 =人+ 8的密率); =1 ，即是 
说 C 包含所有正整数， 



定理 3 若 A 包有 0， 则任一正整数可以表为 A 中 

s ~ 2 T log2 1 + 9 

0 L -iog(i-a) J z 


个元素的和；若 A 不包有 0 ， 则任一正整数可以表示为 A 中不多于 
^个元素的和. 

定理4 有一正整数 c 存在，凡大于1的整数都可表为不超 
过^个素数的和. 

定理5 设给一 M 个整数的集合 { b } f 能被正整数（所整 
除的6的个数是 


2b 1 : g0OM+R(k). 


此处及⑴是余项，而 g ； a ) 是 tf : 值的积性函数，且 g ( w < i . 

令 以表示 { b } 中不能被的素数所整除的&的个数，则 




M 


2 


^ 2 ( A ) 

/ (k) 


+ 2 



此处 f ( k ) = j ) 


― 吵） V A 丄 (m) / Y M 2 (rn) 

nk ) ^ k ) ^： m ，⑻】 表 7^. 

(m,k) 1 

定现定 5 也 uj 以写 成： 

定理 5' 设给定 一 个包含个正整数的集合 { b } 9 其中能 
被正整数^整除的个数是 


2 1 士馮， 

a | b } ' y 

R 为余项， /( 心为正值的积性函数. 

令^表 < 纟 } 中不能被的素数所整除的纟的个数，则对于 
正数^有 
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处 




o ( 2 j 





g ( d ) = 2 P (蚤 )/(D~ 0 
k I d ' K ’ 

f ( d ) 2 w ⑻ I 

m < z/d g ( m ) 

Ki=^(d) 一 ( 队⑴ =i 


id ^ z^y 


2 

w<z 


WO)s 




定理 6 命 0 , 3 • 设在 J 与 M 之间的素数个 


数为 3TC4! M) ，则 


( 1 + 0 (鮮 ）） 


此处与 O 有关的常数与 2 及 M 无关. 


定理 7 对任一正整数纟，有一正整数 c 存在，凡正整数必 

为不多于 c 个正整数的纟次乘方的和. 

定理 8 ^>2, fOO 为一整系数 A 次多项式 

/(%〉=： + ^ _ 1欠釔一 1 + …十 

% = 0(l) f a k ^=0(P) 9 ..., 0,=O(P fc_1 > • 

Oq =0(P fc ), 

则 



p 

^ g 2 nff 
?C 二 0 


(x)a 


8，C ~ 1 da =0(p8 fc- 1 _ky • 


二、题 解 

§ 1 密率之定义及其历史 


习题 


45Z 


命 r 表一实数>1,求出集合 



1 +〔t (jz - 1 ) 〕 ， n =\ ， 2 •“ 

之密率. 

解：下面证明这个集合的密率为 | 
i > 对任一正整数 m ， 都有 

TTt T 

由于对任一整数 《> o , 不等式 

+ 1)〕 —〔 TO 〕 > 〔 Ttf 〕+ 〔 T 〕 一 〔 T ： fl 〕 

=〔 T 〕> 1 

恒 成立. 从而对于任给的正整数 m , 总可找到整数使 m 满 
足： ， 

〔 TKi < m <〔 T ( i >+ 1)〕. 

此时因为 l +〔 T ( l - l)〕<m 

l + 〔 T(2—l)〕Ol 


且 

故得 


所以 


l +〔 T(fc — l)〕<m 
l +〔 r (( fc + l 〉- l)〕<m 
1 + (t((b + 2) - l)〕>m 
A(m) -b+1 


A { m ) 

m 


m 


b + 1 、 

〔 t (6+1)〕/ 




T 


定多 


有性质 


m 


的最大的 AT . 

对任一正整数 m ， 由 

1 十 〔 r(n _ l)〕<m 


45 $ 




有 + 1, <3- {i ： (n—l) }， 


T 


从而 


A(m) 


m- 1 + (5 


r 


〆 


A(m) 


1 + (5 


m 


m 




显然 


m — 1 + (5 


m 


r 



A{m) 


m 


m \ 


r/i — 1 + 


T 


又因为 lim 


fn^>oo 



m 


m - 1 + (3 

T 


lim 


m - 1 + 6 
% 


+ 1 




I ■■ 


X 


故从夹逼定理立得 


lim 

m^oo 



m 


x 


上式 指出： 对于无论多么小的正 数~ 当爪足够大时总有 

A(m) 1 
i —<— T +e . 

再结合0证得的彡+，可知+是具有性质的 


最大的 a . 


这样我们就证明了：集合 


〔丁 （《 — 1)〕 ， n - 1 , 2, 


t a * 


的密率确为 


F ojiha6ax-IllHiipejibMaH 定理之证明 


习题 1 设\ I /都是正整数，且（(， 0=1 MhkJ ) 
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表示算术级数〜 = + Z 1，2，…）所包含的不超过% 

的素数的个数，又命 d 是满足0 <(5< 1的固定常数，求证当灸< 


W 时，有 


7t(x ； k 9 l) < 


2 


(p(k)logJ^ 


1+0 



(loglogx) 2 

logx 



此处 0 中所含之常数与纟无关，但与 (5 有关 • 
证： 先证明下面几个引理 • 

引理1 = lo 以 +0 ⑴ • 

n^x 

证： 可不妨假定 X 是 整数. 


一乾為 ㈣ - 


= 2 

p^x 



• logp + 



= ^ 2 
n^x 


+ 0( 竑 (x>) 



由素数定理 处 ⑻〜 x 
知逍 0(^(x)) - 0(x) 

再由第五章第八节例 2 知道 

\ogx\ = ^log^c ： + 0(x) 


因此 


2 = logx + 0(l). 

n (x 


引理2 

0(loglog:) 

i)iX ^ 
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n 


p \ 


p 


0(Ioglogx) # 


( 2 ) 


证： 用表 ^ 的不同素因子的 个数， 则故 

f … log 太 

由第九章第五节习題1 


0)(x) < 


可得 

再绪合 
即得 

故由上式和引理1就有 

. 2 宇 <2 

ptx p < Ki X) 
此即 （1) 式得证. 


^n-^nlogn 

Pn-0(nlogn) f 


log 尤 

log2 


Pg>(x) = O(\ogxlog\ogx) 


logj> 

下 


<2 


A(n) 




n 


O(loglogx) 


CD ( A ：) 


又设 


y 



+ 




P 2 p z 3 ^ 4 P 4 


+ 




+ 


2 


A 4\ 

P^logx y P[^C F 

f»>logx 


由第五章第九节定理 2 


歇 loglorf + C+O (‘) 


得 


y 1 

P^logx v 


loglog!ogX+ 0(1)% 


(3) 


<4> 


456 


又因为 


2 丄<啦 <丄 

V\x P 、 logx 、 log2 
^>log：c 


故把 （ 4 ) 、 （ 5 ) 代入 （ 3 ) 得 


logy<loglog[ogx + 0( 1) 


所以 

此即 （2) 式 得证. 


y = 0([oglogx) 


5! 理 3 若则 




d ( 


d 




O(loglogx)^ 


证: 

2 


li(d)\ogd 

d ~~ 


d* w 


li { d ) 


2i ⑽ 2 孕 

P W V 


^QgP / — 

1 ―冷 - 



ii(o 


<0 


p \ 


-s 




logp / <P(x) 

丁 


'J ^ 

x i I x 


fl (0 


显然，当时， 


2 

t\X 


Mt ) 




n ( 

q^P 


1 



(p(x) 


(5) 


(3) 


參 


(分过素数） （4) 


P 


故由引理 2 结合 （3)、（4) 可得 




(d)\ogd 


di 


d 


S^logp /<p(x) 

-6 〈一 T 


Pi 


i _\ 




07 



<P(X) 


X 




Ogp 




0{log\ogx) % 


此即引理 3 得证, 


引 




若% >3是整数而況>1，则 


1 J ( X ) 


logN +O(loglogx) # 


(t 9 x) 


证 2 

t^N 


厭 I ， •⑨皆 a ? 


li ( d ) 

了 


(t 9 xy ^ 1 


nr ■- 

t^N 


2 


4 


= 2竽(»⑴ ）4 ) ㈣ 

a [X x ’ 

d 

a \x 

故由引理 3 及引理 2 有 

i. = < E^1 • logiv + O(iogiogx) + o Ipj + t) } 

( t ，：> = 1 



0 (I 


Ut ( d )\ 


d 


m 


= \ og ^ + q (\ O g \0 g X y 9 

引理 4 由此得证. 

作下面的整数集合 * 

M = ^ Cn = kfl If 众尤，（釦 ， 0 = 1 


首先，当(^， fc) = 1 时 

1 = 〔 f 〕 l 心， \ Rd\<l 

d\kli + l 

当 （rf, Jt)>i 时，上式右边首项为0，故可在提栗定理 Y 中令 



m 



zRf ( d ) = d 


S ( d ) = 2 


0/ [d 




d = < p(dy 


于是 


2 

1 <(2<之 


\ li ( d )\ 

g(d) 


> 2 


( d ， fc > = 1 


V(d) 


2 


1 咖 >1 


i^a^z d\\^ 

1 d V 


(d f k) 


P ) 


P 



a 


- 2(2(|) M )> 2 

i l d^if z , pld «=o Vf,/ ; x 4^z 

( a ， k ) = 1 ( rf ， fc )=〕 

<P(k) 

.log: + 0(loglog ( 女 +3)) • 

上面最后一步系根据引理 4• 另一方面 


Rz < 


Cl 

(d t k) -i 


入 


d 


< 


( 2 


」 〆 ( 心 I _|⑽ I 

i^a^2 T^(^)| 

( d f k ) = i 




( 2 


I /*(^)| 


i ^ a^z 




2 


2 2 ①⑻ 


% 


< d T ( 心、 =0(z 2 log 2 ^) 


取 Z 


(t) 

log 2 ^ 


2 


则由定理 M 及引理 2 和己知 iK 妙， 0< d < i 有 


s 




T 


^logzvi. 



9 ik ) 


loglo 名 ( 灸 + 3) \ \ 
logar )) 


十 0(z z log 2 z) 
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< 


X 


< P ( fe)log 


F ( 


(loglogx) 2 \ \ 

— Iog « )) 


再由 1 C { X % k f l ) 


P 


2 

kn -^ i^x 
^kn + l > 


2 1 <Nz +Z 


fc » 十 

p^kn + Z <« 


可得- *， ni〆 1 


+ 0 


( loglogy ) 

产 — iogjt " 


))• 


习题 2 若 f >、 P + 2 同时为素数，则 P 与 P + 2 就称做一对 
孪生素数” • 以2 2 (“)表示小于或等于 W 的“孪生素数”的对 


数，则 


Z z ( N)^c 


N 


log 2 iV 


并证明级数 


p ^ ^ 


收敛，此处0经过所有的“孪生素数”，即0与2是一对 

“孪生素数” • 

证： 考虑三个数列 


31， 钇3， …， （5 i < A 〈… > 

。 1 ， a 3 ，…， ( 0 <^<9f> 

fc i ， Ds ， …， ( o 


其中 


5l ， ^2， ？3 


是全体素数所组成的序列中删去了 2、^的素因数，及有限个(个 
数可以是 0) 其它任意指定的素数后所剩下的素数.我们利用每 

—个&作公差，可以造出两组等差级数* 

ai + mq^ b x + mq^ 9 m=0, 1 > 2,… 
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我们考虑满足/的化并用表未这些七的 个數. 我彳门蒌 
从等差级数 F 内 (F 表示以 fl>0 为首项，^>0, a < d , 为公差 

的一个等差级数)不超以 r 的一段里筛去一切包含在上述 (y) 个 

等差级数中的项.显然，所筛剩下来的《满足 s 

及 n# 〜 （mod%)，7i#^(modg 2 -) (2<jr^(j)) # 

今用 iV(cf, A W 表示如此筛剩下来的 个数. 下面我们将证 
明：当及 x 充分大时有 

_， x ， ^ <1^. 

今先假定》喊(1110(1々)， ！•= 1，2 ,…， fc . 

容易看出 N ( d ， X ， q k _ x )~ N ( d f x , q k ) 

就是满足下列条件的 m 的个数 s 

m ^ a ( modd ) , »1三％或三&七（1110£!办）, 

(7w-^)(m-^)# 0 (mod^), ?= 1 , 2 , k 一 1 • 

由于 « 4) = 1, 由孙子定理，可以找到 〆 及 a "(0 
0 </<而)使得以上的条件可以改写成下面的 形式： 

m^x, m 三 〆 或 fl"(mod 知） 

( m -巧 ） （扣一 办)％ 0 ( mod %),/ = 1, 2 ，…， k - 1 # (1〉 

若甩 N(dq k ， x, g k — v a ’） 

及 

AT ( 和，％ 取 — 打 a") 

分别表 w 三〆及 mEfl〃（mod 而 g 

时 （ 1 ) 的解数，那么 （ 1 ) 的总解数 就是： 

N(dQ K ,x f q k _ 19 a ，） +Nidq ， x ， 〜 〆) (2) 

但由于我们所要推出的结果，实际上并不受V及V不同的影响， 

因而我们可以更笼统的用下面符号表示 （1) 的总解数： 

2N(dq^ 9 x 9 


〆 


于是我 们有: 
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N(d ， x, qJ = N(d ， x, g k _ l )-2N(dq jcf ^ 9fc-i> < 3 > 

当 JU 1 时，上式右边应写作 

N(d 9 x)-2N(dq 9 x), 

其中況幻表示某一公 差是/ 的等差级数中不超过”的塽数，不 
论首项怎样，都有 


N(d f x)= 吾 + 0 ， 1^1^ 1 


(4) 


为简便计，下面用 W (扒太，《。）代表况(心首先从 （3) 得 

N(d f x f 令 、二 N(d ， x ， q k _ z ) -2N(dq k ^ l$ x 9 办一 2 ) 


一 2 N ( dq ， x , q k ^ 1 ) 

<■ ^ 

^ = N (, d 9 at ) — 2 N (而 1 * 1 , & 空 t*i - 


(5) 



其次，同样处理 （ S > 右端2号每一项，结果得到 


I 

N(d, x, q ) ^N(d 9 x) - 2 又 N 〈办 ri 


x) 


Ti ^ ?2 < r i 

般地，当时有 I 


( 6 ) 


2 卵 ，幻 


- ^ j - 


+ 4 2 2 师 太卜 

r^fe r^<Tx 

2 2 _ wv x 〉 + … 

Ti<fc ， aS r i ^< r t 

+ (- 2 ) 2 … 2 N (而 1 > • (7) 

T i < ^ T t - 1 

在 （ 7> 中取 b 3 得： 
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N x 9 ^ ) = N (d f x) — 2 




x) +： 


2 2 N <^r x «r z » x> > 

r x ^k r z <r ] 


- 8 2, 2 风 “Wr ， x ，辽 r 3 - t 〉 （ 8 ) 

r x ^kn<r x r s <r 2 

为了减少 （8) 中各项所包含的总项数，我们用不等式〜<、去 
限制 r 3 的变化，因删去的每一项<0,结果得到 

N(^,^,^ )<N(^,a:)-22 崎 ri , x ) 


+ 4 2 2 軸 r ^， 幻 

r x <k r t <r { 

-8222 N ( 办 rjrjr 3 ， x ， 5r 8 - 1 〉 

ri<fcr x <rir,<r t 


利用 （6) 式，把上面最后一项改变一下得到 V 
^( d 9 x 9 q k )< N ( d f x ) - 22 N (办 n ，幻 

ri<fc 


(9) 


+ 4 2 2 师 w) 

n<fc r 2 <rt 

~ 8 2 ； 2 况 (办 r» s 〆 〉 

ri<K^<n <Ki 

- rj^fci 

+16 2 S 2 2 N ( d w r ju， x ) 

r!</cr £ <ri r 3 <r 2 r 4 <r 3 

r 3 <fci 


- 32 2 2 2 2 2 知 s - i " 10 ) 

r^fc ri<r! r z <r t r 4 <r 3 r 5 <r 4 

注意到 我们在下面加上了 r B < h ， 这个限制只有使上式右 
边增大，因此不等式成立，同样，我们又可以利用（ 6 > 去改变 
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(10 的最后一项，同时又添加限制这种办法显然可以 
继续进行，只要 2 S + 1 < k 9 就可以得到 

md ， x，q )< N ( c ?^)-2 Y . N (而 ri ，幻 + … 

“ rT<fc 


2 

r x <fc r 2 <r 


* • » 




2 2 

ZV- l <r 2W-2 r 2V< r 2W 


N(dq' 


l 


22y+ H 


2 


2 md w 


r 2v <r 2V _ i r 2v + 1 <’ 2V 


2V + 1 


\v + l fX) + 


* • • 


2 


2S+ 1 


2 2 

fi<fc r 1 <X\ 


2 


r 2s <r 2S 


r 


2 S + 
2S + 


2 

i^zs 

l^s 


N(dq ri ". 


^28 + 1^^^+ l- x) 


( 11 ) 


最后假定 2 s + 2 < it , 我们就可以利用 （5) 变上面 最后一 项为 
〈注 意到 b + 2 <D : 

- 2 2S+1 2 2 

r^fc r a <n 

w 
22s+22 2 


2 2 職 

r 2S< r 2S- 1 r 2S+ 1 <r 2S 


r 2S+ 1 


2 2 


娜 2 ri ." 


r 2S + l 〈 r 2S 


r 2S 屮 2 < r 2S +1 


2S+1 




^ r 2S^2f X f Qr 2S + 


m 


2 


上面第二项是正的，因此利用 （5) 可以把 



州 h 2S+2 ， x 〜 + 2 _i) 

换成 N ( dqrr , f Qr 2s+ 2 , x ) 

故可得 N ( d 9 x f q)<^E + R (12) 

k a 

其中 



— I )2 sf 2 2 2 •_ 2 2 

ri < kr 2<ri r 2s w 2 s +2< r 2jj+1 

r 2S+ l^ks 


( 2 C)**( 


2 q 


r 


l 


S-h 



已有 

r 2j + 2 <\ ， r 2j+i (/== 0 ， 1,2, … ， S )， 

〆 

1 ^ r 2 S + 2 < ^ r 2 S+l (.•OaOiQ 

还假定 1 =Jc 

显然 五的各项都包含在下列乘积的展开 式中: 

* 




(13) 


(14) 

(15) 


1 一 2 

T 2 S + 

因此不难看出 




2 


1 


r 2 s + 2 < k s 2 S + 2 


W<( 2 h + l):( 2 ^ + l) l ... ( 2 Jt s + l ) 1 

用趴 表示 （13) 式右边: •重 和数 ，即 

^= 22 - 2(^)-(^0 

‘ * 

其中'，…， r 满足（14> 式 § 令五（。> =1, 


(16) 


(17) 


又用五 m 表 （13) 右 
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边满足 

r^>k m 1, 2，…， v> <18) 

的各项…（匆& 1：) 的和•由 （14) 式知道 M<2m 时 (18) 
才有可能成立，因此当 *>2w 时，£ ⑴不包 含满足条件 (18) 的项. 
今甩石 il> 表示出现在 内及丑 (i) 中的各公共项的和，则有 




(当 i>2m 时) 


及 


Em ~ l)^m^ (此处= 1 > 


(19) 


为便利计，令 h + 0，则 


E = £*十 1 


( 20 ) 


根据五 m 的定义，3” I 


%n 


诸素数是不在五 m 中出现的， S 此从氏 n 过渡到五》» 十 1时，必须添进 
7^“一)^ + 1个素数， 

q A$ Ocm + l<^km) 

今用 Sf +1 表示这災个数 2( 1 -的第#*个初等函数•即 

你 ％ 2………2 (<)•..(<) 


则有 




(… 


其中上面的饥+ 1表示 ft ，…， T, 满足不等式（看 （lO 式 


及 （18) 式) 


1 < r ^< r ^ l < r i 

Wl<r / <<: c|( ， -i >〕 


(卜3，4 


«■* 


) 


( 21 ) 
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当 /<2 m + 2时，由 k m ±i 可推出 （21) ,故当 *•< 


2 m + 2时，有 


E 


(I) 

w 十1 


i 


2 5 


V 


V E (V> 

m 十1 m 


E 


m 十 l 


2m 十 2 f 

no 


(v) 

m 


( 22 ) 


其中当时 


O 


另一方面，我们有 （注齡 2 V 时或 


0) 


五|» 


^tn +1 




?m N 

22(-1，+ 〜⑻ s (p> 

a = C ^ T 0 m ** •十 1 

N 十？ w i . 

2 2( - i 々 (v> ， v> 


0 


0 


IM 十 1 


* 


比较 （22) 式，令 r 
即得 


2 弁注意到2 m 时，丑 


<v> 


E 


針， n("o 




2<-d t 2 £<v> s 伽十 T _ v 〉 

tft 

r=3 V=0 


m 十 1 


( 23 ) 


上面已经假定了这是由于当 iV = 2时显然有 


E 


m 十1 


E m n 

灸 m 十 i < z < 灸《 


1 — 2 纪 


( 24 ) 


z 


a 
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又当 N * 1时，不难着出（22〉式内第二等式右边相当于 I ’* 


2 m + 2的项都等于0,因此 (24) 式仍然成立 • 

我们要证明，可以适当地选择筛数& ,使得 （23) 式内二 

■ 

重和中相当于3, 4 W 的各单重和的绝对值是递减的， 
这样，二重和的绝对值就小于第一个单重和（即相当于3的 
那一 项〉， 因而 * 


五 m 十 i 〈五 m TT (1 1 — 

itm 十 l 


+ 


tTfr 

2 五 


<V) n(2w 十 3-V> 


S 


m 十 l 


_ 


(25) 


由 (23) 式可以 看出，上式当 = - fert + i )= 1或2时，便 
可省去右边第二项.剩下的问题只有选择筛数 ㈡ 使得 (23) 式内 


二重和中相当于 3，4 ,…， N 的各单重和的确是递 减的. 


由于内每一项都可以表成中的一项与 ^； J > 中的一 
项的积，表示的方法个 数是仏 因此 


O (1) 

5 <«> ^ m + 1 

g m + 1 


今后要选定筛数~ , 使得 


S 


( 1 ) 


2 


允 W 2 + 1 釔 


2% <a 


如此就可以得到 


S ⑷ <S( 卜 n 


(26) 


(27) 


从而立刻可以看出 (23) 式内二重和中各单重和的递减性•从(26)、 


(27) 还可以看出 


% 


S( s) < 


(S u) ) g 


(28) 



我们先取定 p 、 两个数，使得 • 

P 0 >P> 1, 0<2logp 0 <l (29) 

设当时，我们令 

km~n f ^ 4 ’ PW |) ( 30 〉 

1 %. 

则当 + 时， 

i/P m + 1 . ^ i/P m 

h < h <q k <31) 

由 (10) 式和习题 1 证明中引理2所引的公式以及 Bertrand 假设 (II 
与2；!之间至少有一个素数)，我们不难看出，当 fcm — oo 时， 

丄 S ⑴= 2 3 _1 = logp+ o( 1 ) 

2 m + 1 * W<Am * 

%、』，心乎 (32) 

注意 I 我们在这里用到了前面所说 L ， 3 2,…，是从一切素数中 

删去有限个而得到的. J ： 

因此，我们可以找到只与 P 及 h 有关的％同时就找到一个正 
整数 M , 使得当办时，或者说当饥<财时, <32)内 

的两个0(1〉都相当小，以致 

S 2 1。筚 p p < 1， Pm + 1〉' (33) 

这说明当》1<财时，满足了 (27) 式的要求.我们还需考虑一下 
不超过 © 的有限个素数％ (这也就是满足1的七 ）• 我们 
把指标(依下列方法分段： 

kc^i <^i kc f c^M + 1 ^ 


kc -众 c+i= 1 或 2* 

在这种情况下， (27) 式已经不起作用，因为 (25) 式右边第二项 
已经可以略去了 (参看 (25) 式下面一段话 ）• 


首先让我们来估计艮 + 1( 参看(如)式） •（25) 右面第二 
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项是 


2 m 


(v) 


S 


(2 m - 3 - y ) 


9 


其中 E 


(V) 


m 


2= 2 ^ m+1 

v-o 

( m ) 

2".2 < 25 ； 1 )-( 23 ' 1 ) 
n r v v 


( v <2 m ) 


(咐 表示有下列不等式 


1 <，卜 1 < r 1 < f * 3 ， 4 …〉 

km < r f ^ k ^ ( ^ 1 〉〕 (有 @ <[+(;•- 1 >• 


而 CA 


2 




?( C ) ••«) 


注意到当 v >2 m 时 B 


iv) 

m 


i 

0 及当10> 0 时 = o , 于是有 


2 


^ (v> s( 2 m + 3-p) - 

^0 m m+1 = iffo m+ 


2m (2 m + 3^ r)A 


2 s 


2 C 


E 


(J) 

m _ 


o 


9,m 


( j - i ) «(D 


2 (2m+3+y) j> ^ -， 五 

Ul+ 1 Til T7Z+1 ttl — 2 

V = 0 卜 o l - o 

2 m 

2 

Vi - 0 


s 


v ‘ ，， 

(2m + 3 - A > -v 2 ) 


m+1 


2 s 

v t = o 


m 




S v m^ v m + P 五 +1) 

1 0 


22 •.… … 2 


c(Vt) C<Wl) 

m + i m 

V i + P 2 + "* + ^Ttl + 1 = 3 


1 


» 


又 


S (s) 



m + 

故 

2< 

2 


Vi ^ v z + 

… ^ v m 
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< 


s ⑴ y 

tn +1 
8 t 


(crtc r . 妒 


i ) 


2m+ 3 


Vil 


%十1! 






(2 wi +3)1 



+ ^ +1 ) 


2 m + d 


利用不等式 \<^ €V 


即得 


2< 


2m + 


(2 m +3) 2m+3 


(tn+ l)2logp 0 ) 


2m + s 






2(m + l)elogp 


2»i + 


2m 


<(elogp 0 ) 2m+3 =t zm+3 
此处 T=elogp 0 

因此当 <33) 式成立时，由 (25) 得* 

E m+l< E m TT (1-2 5 ； 1 )+ t 2w+3 

<Pm + i(£m +t 2m + 3 p 0 2 ). 


接连应用上述不等式，并注意到五0 s 1，可得 

JSm + iCPm + iPm …厂 { 1 + t 3 p 0 2 + •*• + r 2W + 3 P 0 2m + 2 1 


选择 P 。 时，若同时满足 

Tp 0 : 印 Q logPo< 1 


则 


+ 1 <!<5Pm + 1 Pm … P! 



(34) 


当(: > M +1 时，由于前面对 I 及 fcc + i 的选择，我们可以得到 

E c + i<£c Pc + i 

这时 （33) 式虽然不见得成立，但也没有多大关系了 • 总之，我 
们得到了 


k 

B = 11 (1-2V 1 ) (35) 

V = 1 
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其次，我们要估计圪因3>3,故 2 m + 常成 立， 由 （16) 

式即得 


| 及 | q W s V 2 fc M+ r .〜 <e ^c M+ r% 

-q^QA 

其中 2 只与 P 、 P 。 有关，因而办(参看 (31) 式），且有 


<?= 2 +2P" 1 + …+ 2p~ M 


2(p _ P - M) 2 />首 


因此 


\R\<Aq k 2p/(P-D 


今取& = # 


，则由 （36) 式得 


\R\<Ax s f 


2 P 


(p- 1 )u 


又由 (35) 式及 


k , 2 

IT O — W 1 ) 〜 g 是一常数) 


* 

(上式成立是因为 
k~n f tt ) 〜 n 

n (i- 


2 


2 <p^x 


\^uxH 

A + o(l) 
" log z x 


logx 


(36) 


AA Jji 

可得 * l 0 ^ 2 x (4 为一常数) 

因此由 （ 8) 〜 (16) 得 I 
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N(d 9 x 9 x^) < 


A x du 

d 


A 


6u 


\og z x 

Ad 


d \og 2 x K * A x 6u % 

若 /< i , 则上面花括号中的式子是 i 

1.25, w = ll 


i- Ax 

log 2 欠 ) 


( 37 ) 


o ( l ), 例如我们取 


即得 f < 1 ，如果再取 P 。= 1*2501， 则印。=印。 logp c «0*758， 而 
以前<17)〜 (36) 中所有要求都已满足.又由计箅可得(5«1.82, 

显然 (37) 式右边花括号内的数值当《>11时是随; c 的増大而趋于1 

■■ ■ 

的*反过来看，假定^先固定而《的值减少，那么由于筛子用的素 


数 A 增多了， N(d f 


〃）决不会随《的减少而增多.因此，我们 


可以断言：当《>2及^充分大时有 




N(d P x 9 x u X 


log 2 % 

下面再估计不超过 iV 的奇数(即取 二 


( 38 ) 

d - 2 沖所含 “孪 


生素数”的个数，也就是说要估计满足下列各条件的个数 z 2 

(iV)i 


取 A 


7i<iV, ji= 1 (mod 2 ) f 0 (mod^ ) f 

i 

w - 2 # 0 ( mod 久 ）, 2 N , 

= 0, b ‘= 2 , 当 W 充分大时，由 （38> 得 

j AT 

Z 2 (N) = N(d 9 iV ， 為 + Z 2 (v / 反 + 2)< io ^ N - 

c.N 


+ + 2 < 
式中 Q 都是正常数. 


log z N 


最后证明是收敛的.若令表第 m 对“孪生素数”中的 

r 
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较大者，则 




Ctp n 

log 2 iVn 


或者 “ 〈 mlog 2 旁 m < m\o% l m • 

因为级数 

令 1 

2u m\og 2 Tn 

" 2 

是收敛的，故由比较判定法可知级数■•也是收敛的《 

T 


§ 6 Waring — Hilbert 定理 

习題从定理4推出定理 5. 

证：此题要求证明：当时，如果 


则一定有 


这里 r ( a ) 为 

+ ^ + x Ci k = a f x m > 0 

的解数； ^i = y - 5 而《中 所含的 常数只与哺关 • 

474 


2 Ci 


)《 n k 

l^a<n 


1 


P 


2 


2jtix k al 


2Cl «P 2Cl 一 . 


■V 



p 


2 


27tix 


0^ = 0 


da 


o 


P P •, 

2 …文 e zm( Xl k 

x x ^0 Xct =0 




0 0<a 


2 户⑽ 2 

a ^ CiP ^* &/+••• + 


r 


^1 

0 < x^p 
1 <i<C! 


da 


2 , 

0 ^a<CiP 


k + …+气 

0< JC<P 
1 <*<Ci 


2 




2 r 

0 < a < CiP % 


( a ) 


《(炉) 卜 



* 


第二十章数的几何 

一 、提 要 

r# 

定义命 C 表乎面上一简单封闭曲线，称此曲线在平面上 
所围的部分及为域> 若域及中任意两点的连线恒在中，则称此 
域为 凸域. 

定理1 平面上一个以原点为对称中心的凸域其面积若 
大于4,则其中必包有一异于原点的整点，若面积大于或等于 
4,则此一整点在及内或在边界上. 

定义及为维空间中的有限域，如连接 E 内任意两点的线 
段全在 i ? 内，则称丑为《维凸域 • 

定理2 在 n 维空间中任一以原点为对称中心且体积 >2« 
的凸域及，必包准一异于原点的整点 I 若体积>2%则此一整点 
在 i ? 内或在边界上. 

定理3 若4!,…，^是具有实系数的几个变数…，你 

的线性式，其系数行列式是4 …， k 是《个正数且 

入 1 

则有非全为零的整数^，…，使得 

I 4 il < 入” 1!2丨<入 ”…， 14?1 ^ . 

定理4 必有一组整数 h …， x 及货， 不全为零，使 

^ j + ••• + c a ： 1 + yj <C~ 

476 



而 


点的鼙点 


m 


t 

\ Xv \< t ^ (此处 t 为任一正实数> • 


定理5 命 6 T 


a „ 为一组实数及则必有一异于原 


(^* Vx 


\ o v x - y v \<^ 


y «) 

1 t n f 


Me 


维空间内半径为 r 的球体体积为 


r(jn+l) 




定遍7 若 


A ) 是一定正型，其行列式为 D , 则 


有一异于原点的整点 …， 知)使 


Q ( x t 


)^4 7 fi O 


其中 


丁 n 




r (士 n + 1) • 


定通 


设 4 i ， •“， 心是 ^ Vn 


的》个线性型，其系数 


行列式为4则有一异于原点的整点(心，…，，使 


\ 


U! I + …+ 14^|<(«! 1^1 ) n . 

定理9 有一异于原点的整点，使 


I 茗 1… 匕|< 


n n 


I 札 


走龜10 若心 ，… ，知是 n 个实数，则有一异宁原点的整点 


(X 


U 及整数2/> 1,使 


| of ； - - 1 ^ 

y 


m 


2, 
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定理 11 若 a + /3= 1，«> 0 , /5>0,则对 0 0, t > 0 ^ 

恒有 

s * 於 <sa +祇 
且等号只当时成立 • 

定理12 + j 3 = 1 1 «> 0 9 )5> 0，则当 0 与 & 不成比例 

时，恒有 

± <{%)°{% 

i — 1 i 二1 


定理13命《>2, 4” …，§7是本1，…，（》的**个线性型 ， 
其系数行列式0 > 其中有 5 对型是有共银复数系数的，有^^个 
型是实系数的 * r +2 s = n . 若(?>1，则有一异于原点的華点，使 



定理 14 与定理13的假定 相同. 若…， X 是 n 个正数， kr 4 t 

~ Xy + S + t (在 = 1, ••’， 0及 

… 入 r + 2s 


则必有•-异于原点的整点，使 

141<入1，•’’，名入刃 • 

定理15 与定理13的假定相同•命 

巧； （ 1 < v <, r ) 9 

^r+v = nr + v + J V + s+Vt 4r + s + v = lr + v 9 ( 1 <v<s) m 

若入 i …则有一异于原点的整点，使 

I l|v| ( 1 ^V^») # 

定理16 当 〜， …， 办联® 数时，命饥为 
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I (Si —Pi )***(4 i~ p.) 

的下界，则 

_ 

a \A \ 9 

其中 4 i ， … ，在 ni Pi ， …， 伽均为实数； € i ， …，是 h ， …， 
x 的《个线性型且^是系数刻式 • 

定 at 7 仅在有理数域内，基数4= 1 • 

定理18 .港4为一有理整数，则必有一有限救《(△>，使凡 
基数为4的代数数域的次数均不大于 n ( A ). 

定理1« 对于固定的有理整数4至多只有有限个代数数域 
以△为基数. 

走蠼20 命识 旬为一》次代数 数域. 如果❼⑴，0⑻中有〜个 
实数， h 对共扼复数， r 1+ 2 r 2 =«, 那么 iW ) 的基数△适合 

_(+广6广 



§联立渐近法 


习屬 若％ = J 3.' + iy p (v = 1, 2 …， 《>是 n 个复数，则有复 
整数〜，…， o 存在，使 


a) — 



< 


n 


n + 1 



•去) 


2n - 

IH 



证 t 设 = ^Ifyp V = 1 ， 2,… H , 

o^a + ib 9 

不失一般，可设2 • 要使 


479 



a v 


z u 



n 


71 + 1 




2n 


|<D| 


n 


由于 


Ou 


怎 i ) 


^ + tYv ~~^Jb 


fiv + Wo 一 


(x 0 + iyn)(a-ib) 


a % +b 2 


(A 


ax } + byj \ 

a z +b z J 


+ 


Yo 


ay ： j- bx 7 

a 1 +b z ~ 



{ a % + b % )j 3 - (ax> + by ) ； ( a 1 + b z )Yo -(ay >- bxn) 


a z +b 


% 


a z ^ b z 



(axn + by ^(a 1 + t ({ay -bx )-(a z +b z )Y 


2 


a ^+ b ^ 


+ 


« 2 + b % 


因此只需 


{ax— -\-by )- (a 2 + ^ 2 )^ V + (o 2 +^ 2 )Vv) 


2 


< 




2 


去（ 


2)i+l 4 

n+ l • H 



(a 2 +b 2 ) 


1 


■ 


又因为 


(axj + by 0 ) - (a 2 + b z )^ 0 )、（ 

(a 2 -hb z )yt ； V = (a 2 + b t )x v 1 + {a l + b 2 )y u l - 

* ^ 、 -■ 

2( fl * 十(邳 r 广 2( a l +& 2 )(^ + ^)^ + 

■ n 

(a 2 + 6 2 ) W + >v ”， 

并且（晚- h ) 2 十（峨； + 4 = U 2 + 办 W + v /) 


故只需 


(x y - （ ajSj-fcyJ) + (以 - （紙 + 即 1；> ) < 


(tt 


2 


4 /2n+ 1 4 

— • I ~ • 

n \ n+ 1 jc 



(a 2 + b z ) 


1 
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即可. 

取 G ) r ：| •即取 0 = 0,办=1,则 (1) 式给出 

又当?!> 2时，显然有 

\ «+ 1 / ^ \ n+ X n / ^ 9jt ^ 2 

* 

i ) 如果 {Pu } < y , 则取 

x v= — [Vd Vv = L^vl$ 

ii ) 如果 { y y } <|, {M >| •，则取 

-M , y v = C /3 t O - 1 , 

iii ) 如果 { MS '! ■，则取 
x o = - ([y"] + i vu- [j3 y ] $ 

F ) 如果 { yz ；}>+， 则取 

x v~ _ ([>V] + 1 ) Vv - C/3y] - 1 . 

以上四种情形均给出 

(及 + K ) 2 + (Ui；)*<~|* (4) 

由 （2) 、 （3)、 （4) 可知， （1) 式对于有理整数; c v 、 

V ”、 a 、 &的确有解，即对于任意给定的71个复数 

d 、 + 咕， v=i, 2, .. , « 

的确可以找到复整数心…， 2 T , ©，使得不等式 
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z 


< 


n 

71+1 



/2n+ 1 

V n+ 1 


成立. 



§10 在代数数论上的应用 


习匾1 证明在一理想数$中可以选得一整数 A 使 

| N(a) |< 

证： 用丑 (幻表一 n 次代数数域，％•••，仿.是及( 0 )的一组整 
底；设 Q 为及0)上的一个理想数，〜 …， a 是 Q 的一组基底；再用 
A、^(0) 分别表丑⑼、<?的基数和判别式* 

下面首先利用本节的一个等式 

(%!©! + ^*X CO )( 办 '.= 尤墓®!… + … + 欠, ‘©,/> ， 1 

来证明： 

若 a=x l a l +x 1 a 2i 4- •- -rx__a n (1 〉 

则 a(i) =^!«! (*) +x 2 a 2 <*) + . x a^ % 1 <««V 
因为 A ，…， © 是及作)的一组整底，所以存在有理整数办 s<l<r 
<w, l«n) , 使得下商诸等式成立： 

a x = a x 1 0) % + Qi 2 C >2 + ". + ^ii^n 

a z = a 2 i®i + 仏 ®: + … + 〜 “®rt m 

« • 華泰 .* 

a ； = Cni^x + + … + 

由 （ 2> 得 ( 幻 +« 12 ® 2 (i> +…+ 々 0 ‘山 

a 2 (^) - a % |0(^> + » ? 2 0 2<幻 + …十 fl 2 見 ⑹ 〈 3〉 



a K (i) = a + a 2 © 2 ( 1 .> + … 

由 （3) 得 + … + H ⑴= 〜 1 + 

…+欠 a !)©!<*) + ( 文 + ^ 2 a 22 + … +x t a 2 )© 2 (t) 

+ … + ( x l a in + x 2 a zn + + x . Uan )^^ (4 ) 

把 （ 2 > 代入 （1 ) 得 

a^x x a x +x z a z + ••• + x u a n t 

- (x l a i i + x z a z X + *** + x h i)Oi + (x x a l2t f x z a 2 2 + *** 

+ x a 2 )®2 + . 

+ (欠 + 欠2“2 ] + ‘•_ + O ?) 从?， 

所以 

®( i ) = (Afjtfj ! + i + … +^ flrti ) fi > l <i) + <^1^12 +^2^2 2 

+ … + X -fl 2〉®2 “） "I "… 

+ (han + : + ... +0,iK)®“ (4 ) ( 5 ) 

从 <4) 和 （5) 立得 

a “） = 山十 x 2 a 2 (^ + … + x u a n ^ f 1 

又因为第 16 章第 9 节定理2给出 

/V<Q) = iV(Q)M 

VR( q)T = vTXj N( q > 

因此，方程组 

a(i) + x z a 2 iiy + ... + x a 1 <i<n 

的系数行列式的绝对值等于 

V \A (a l9 a 2f •••, a n ) | =V |^(Q)| -V |^| N(Q). 

如果取 

.r 

入 j = 入 2 = … = 入％ 丨 = ~|~，入 = 2 v *~ 1 V |^| N(Q) 

那么由提要中定理 15 知道有一组不全为零的整数心，巧， …， 
使得 
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|a| = |trO)| <y» I® ⑵ I < 去 ，…， 

(叫 <2 rt HiV ( Q ) • 

故若取 a = a < i >, 则由 

a = x l a i + ar 2 a 2 + --+ xa n 

的 A , 心，…， a ， 为 Q 的基底知道此时有 

\N(a) |= |a ⑴ I |a ⑵卜 -|a ⑻ |<VW^(Q). 

即在一理想 Q 中，可以选得一整数 a ， 使 | iV ⑷ I 成 

立. 

习題2 证明任一理想数类中有一理想数 Q 适合于 

N ( Q )< vW . 

证： 设 ft 为2?(0)上理想数类的类数， △ 为 i ?(0) 的基数；再用 
A 2 , … A 表不同的理想数类， 

由习题1可知，对任一理想数 Ai ( 1 < i < h ) 9 均存在整数 
1 di ) ,使得 


因为 《 i € A 〖， 从而八.|〔《0,故可设 

laf\ = AjB , ( 1 . 

由 IN (屮卜 扒乂讲⑼） 


和 

可得 


iV(B.)<Vl^U ( 1 <i<h) # 


因此只需再证明：对任意的纟、； O^h B 与 B 决 

不相似，则本题结论就被证明了. 


因为 


[^] = AB t lap = AjBj 


所以 AB ^ A ; B ; 

如杲 B , 〜 B ， 则易证 A/-A , 此与假设矛盾，故 B 与 R 决不能相 
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似，此即 


也代表不同的理想数类，如果取 Q = B ，那么 Q 就适合 

N(Q)< >/1^ I 

而坷取1 ， 2 …， A 诸数，因此任一理想数类中必有一理想数 Q 
存在，使得汉 ( qxvi ^ t 藏立 • 
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编 后 


数论是探究整数性质的一门 学科. 在这块“数学王国”的领 
地上，我国不少数学家都曾辛勤耕耘.而在用以记载并传播他们 
丰硕成果的众多著述中，首屈一指的，则无疑要推已故华罗庚教 
授的《数论导引》了. 

似乎很难置信，象任承俊这样一个一九八一年才从大学毕业 
的年青人，现在就能够做出《数论导引》的全部习题，而且能够 
指出并订正其疏漏之处.然而读罢书稿，疑团消散了 • 随之纷沓 
而来的有喜悦，有慰藉，有赞佩，也有“后生可畏”的感慨 • 
透过《数论导引提要及习题解答》，我们可以窥见，一代年 
轻的探索者，正踏着华罗庚教授的足迹，朝着通向“数学王国” 
的荆棘之路闯去，同时还会感到，他们那急骤的脚步声，撞击着 
我们的心灵，鞭策着我们奋进_至于本 书的水 平与价值究竟如 
何，这里存而不论，留待诸位读者去评说吧！ 

编余废墨，谬充后记， 


编者 

一九八五年六月二十九日 
























